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TRANSFERT DE CHALEUR 

ECOULEMENT RADIAL ENTRE 

FIXES, OU TOURNANT 

ET DE MASSE DANS UN 

DEUX DISQUES PARALLELES 

A LA MEME VITESSE” 

a, 
G 

CP9 

D, 
ah 

hl, 

NOTATIONS 4 composante radiale de la vitesse; 
demi-distance entre les deux disques; 0, composante de la vitesse dans la direc- 
concentration; tion c$; 
chaleur specifique du fluide a pression 13, composante de la vitesse sur l’axe des z; 
constante; W, puissance totale dissipee dans l’appareil; 
diametre des disques; x, coordonnte radiale sans dimensions; 
coefficient de diffusion de la vapeur dans y, coordonnte axiale sans dimensions; 
le cas du transfert de masse; 2, distance axiale du plan median; 
coefficient moyen de convection; k viscosite; 
coefficient de convection en Ccoulement V9 viscosite cintmatique, v = p/p; 

turbulent; w, vitesse angulaire; 
coefficient de convection en Ccoulement p, densitt. 

2, 
m, 
49 
Q, 
7, 

laminaire; 
conductivite thermique du fluide; 

Quantite sans dimensions 

coefficient de transfert de masse moyen; 
us, nombre de Taylor, a2 = wa2/v 

debit massique de l’ecoulement ; 
a, nombre de Nusselt moyen, % = 2ha/k; 

flux de chaleur global; 
Pr, nombre de Prandtl, Pr = pep/k; 

debit volumique de l’tcoulement ; 
Re, nombre de Reynolds, Re = pQ/&w; 

distance radiale; 
SC, nombre de Schmidt, SC = ~Ipz&,; 

il, r3, rayons d’entree et de sortie; 3, nombre de Sherwood moyen, 

T, temperature; -h = 217eaJ.9~; 

Tp, temperature du disque; Pe, nombre de P&let, Pe = Re. Pr. 

To, temperature du fluide A l’entree; 
- _. 1. INTRODUCTION 

* Le travail expose dans cet article est base sur une 
partie de la Dissertation Doctorale de l’auteur pr&sentQ 

L’I~COULEMENT entre dew disques paralleles 

ii l’universite de Paris. avec source au centre a CtC recemment Ctudid par 

t Professor of Mechanical Engineering, University of plusieurs auteurs [l-12]. L’ttude theorique la 
Colorado, Boulder, Colorado. plus complete de l’ecoulement laminaire entre 
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R&sum&-Les equations de Navier-Stokes pour un 6coulement radial laminaire entre deux disques 
paralltlles tournant a la meme vitesse ont 6td resolues par un devolppement en strie. Le terme dominant 
pour le profil de vitesse radiale a ete employe alors pour resoudre l’equation de l’energie et les nombres 
de Nusselt moyens ont Ctt calculCs numtriquement en fonction des nombres de Reynolds, de Prandtl 
et de Taylor, pour plusieurs conditions aux limites. Pour une vitesse de rotation nulle, on a trouve que 
les solutions analytiques etaient en bon accord avec les resultats experimentaux dans le regime 
d’ecoulement laminaire, mais on a observe un phenomene de transition inverse quilimite le regime 
laminaire sous certaines conditions. Dans la region d’ecoulement turbulent, on a obtenu une equation 
empirique pour le nombre de Nusselt sans rotation a partir des donnees experimentales et l’on a 
expose une methode pour &valuer le nombre de Nusselt moyen dans le regime d%coulement mixte. 
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deux disques fixes est celle de Peube [1], qui 
a montrd que le profil des vitesses est sensible- 
ment parabolique, sauf pour des distances 
radiales faibles. Moller [2], au tours d’une 
Ctude expCrimentale importante, a mesure les 
profils des vitesses et les distributions des 
pressions dans des Ccoulements, aussi bien 
laminaires que turbulents, entre deux disques 
fixes. Dans le rkgime laminaire, ses rCsultats sont 
en bon accord avec l’analyse de Peube, mais 
Moller a remarqui que la gGom&rie de l’entrie 
est importante; si le tube d’entrCe n’est pas 
raccordt A l’espace entre les deux disques par un 
divergent arrondi et lisse, 1’Ccoulement peut 
dCcoller de la paroi et recoiler plus loin. Ses 
rCsultats confirment des obse~ations ant&i- 
eures [13] montrant qu’un Ccoulement radial, 
turbulent B I’entrCe, peut subir une transition 
inverse et devenir laminaire. Dans le rCgime 
purement turbulent, les mesures de Moller 
montrent que le profil des vitesses suit approxi- 
mativement une loi de puissance en un septittme, 
mais ses mesures sont 1imitCes A un domaine de 
valeurs du nombre de Reynolds assez Ctroit et 
prCsentent des &carts apprkciables. Le phCnom&ne 
de transition inverse entre des disques fixes a 
CtC CtudiC plus en d&ail par l’auteur [14] et ses 
r&ultats ~on~rment un critkre de transition 
propose par Peube et Cheng [8]. Hagiwara [6] a 
Ctudi6 thboriquement la rCgion d’entrie oti 
s’Ctablit le profil des vitesses parabolique ;i 
partir d’une source uniforme, mais il n’y a pas 
encore de rtsultats expirimentaux pour con- 
firmer son analyse. 

Rice [9] et Hasinger et Kehrt [lo], ont Ctudih 
expCrimentalement I’Ccoulement entre deux 
disques parallkles tournant A la mCme vitesse 
avec une source au centre, dans le but de 
determiner les performances de pompes et 
turbines sans ailettes inventtes initialement par 
Tesla 1151, il y a plus de cinquante ans, mais qui 
ont Ctt prises en consid&ation seulement 
rCcemment en relation avec certaines conditions 
exigCes pour les vChicules spatiaux [lo]. Breiter 
et Pohlhausen [ll] ont Ctudie certains aspects 
d’un tcoulement laminaire ideal entre deux 
disques tournant A la mgme vitesse, avec une 
source au centre; Kreith et Peube 1121 ont 
effect& une etude thCorique plus complbte de ce 
systkme. 

Contrairement au probleme de 1’Ccoulement 
entre deux disques avec source au centre qui a 
don& lieu ii de nombreux travaux, les problbmes 
de transfert de masse et de chaleur dans un tel 
systkme n’ont recu que peu d’attention, bien 
qu’ils semblent devoir trouver beaucoup d’appli- 
cations industrielles prometteuses, comme par 
exemple, dans les usines de distillation de l’eau 
de mer A grande Cchelle [16]. Les travaux d&j& 
publiCs sur ces problimes semblent se limiter 
aux mesures de transfert de chaleur avec de 
l’eau par Thomas et Cobble [17], aux r&+ultats 
sur le transfert de masse de Kreith et al. [13], et A 
une Ctude thCorique prkliminaire du transfert 
de chaleur en ecoulement laminaire [18]; il 
semble qu’aucun travail, experimental ou thio- 
rique, sur le transfert de masse ou de chaleur en 
6coulement laminaire entre deux disques tour- 
nant A la m&me vitesse avec une source au centre 
n’ait CtC publit jusqu’d prtsent. 

2. DIS~~UTION DES VITESSES DANS UN 
ECOULEMENT LAMINAIRE ENTRE DEUX 

DISQUES PARALLELES FIXES OU TOURNANT 
A LA MJME VITESSE AVEC SOURCE AU CENTREl 

Pour dCterminer la distribution des tempCra- 
tures et le nombre de Nusselt, ii faut d’abord 
Ctudier les caract&istiques de l’tcoulement. La 
nature de 1’Ccoulement et la distribution des 
vitesses vont dCpendre de man&e g&&ale de 
deux paramhtres: un nombre de Reynolds 
pQ/4npa, et dans le cas de deux disques tournant 
& la mEme vitesse, un nombre de Taylor pa2w/p, 
ainsi que le montre f’analyse suivante. 

Tenant compte de la symCtrie du systt?me, les 
Cquations de Navier-Stokes pour un tcoulement 
incompressible, permanent, et sans dissipation, 
s’ecrivent en coordonnCes cylindriques (Fig. 1) : 



-a 

FIG. 1. Syst&me de coordonnks. 

avec l’kquation de continuitk 

giq + t&q = 0 

Posons, 

VI = Q/bra2 a2 = wa2/v 

24 = ii/VI v = c/v, 

P = iv’lpv; z = a.f/a 

v2 = z/(vw) Re = Via/v 

w = */VI 

r = af/a 
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aw aw ap 
u&+w~=-~ 

$74) + $rw) = 0 (8) 

Les conditions aux limites pour le systtme 
consid& sont 

u(r, + a) = w(r, + a) = 0 (9 

r y u dz = 2a2 WV 
--(I 

v(r, f a) = r (11) 

(3) 
L’Cquation de continuitk permet de dCfinir 

une fonction de courant $ telle que 

24= 13 et w= 
1 a* 

r aZ - i 5 (12) 

(4) 
La solution peut alors s’krire sous la forme 

suivante : 

4~ = g {rY-&I + tit.4 + _fi(z) + . . . 

Les tquations prkkdentes, &rites sous forme 

v = rg-l(z) + go(z) + 

g1(4 g,(z) ___ r + . . . + 7 + . . . (14) 

P = kc2 
i 

r2h-2(z) + r/z-l(z) + ho(z) 

adimensionnelle, devienneni: 

au au a 2v2 
24 ar + w az - R; 

(1 
; 

= -$+g[g$+;)+CJ 

au av us 
ua,+ waz+r 

Mz) 
+ h(z) In r + . . . + 17 + . . . (1% 

24 = $ 
{ 

rfL &) + fo’(z) + ‘9 

(5) -f- . . . 
; fi(z> I 

p *** 
> 

(16) 

a 

w = iii 
-2f_l(z) _f&l +f”“’ 

r r3 

(6) + . . . + (n - ,)&H + 
m-l *** 

> 
(17) 
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tandis que les conditions aux limites deviennent 

fJ,(+a) =&(+a> =fLf+a) 

= . . . =f,‘(i:a) = . . . = 0 (18) 

f-r(Ita) =fo(+a) =$~(+a) 

= . . . =fn(rf:a) = . . . = 0 (19) 

g-1(&a> = 1 GO) 

go(i_u) = gl(fa) = . . . = g,(_ta) = . . . = 0 

W) 

La condition de debit peut s’ecrire 

Re a 
--I 
a J 

udz =fl(a) -fi(-a) = 2aRe (22) 

--a 

En portant les relations ci-dessus dans les 
equations de Navier-Stokes, et en identifiant les 
termes de mCme puissance en r, on obtient une 
suite de systemes d’eiquations differentielles. 

On montre en detail dans les references [l] et 
[12] comment ces systemes peuvent @tre resolus 
les uns apres les autres. Les rtsultats les plus 
importants de cette analyse sont resumes ici. 

f-r = 0, g-1 = I, h-2 = z$ (23) 

fo = g,, = h-1 = fi = gz = hl = 0 (24) 

AI - Bl 
ji = --- ~-~ shzcosz 

2 

-t- 41_FB’ch z sin z (25) 

.f, = AI ch z cos z -t- B1 sh z sin z (26) 

fi = (A3 + Ba)chzcosz + (A3 - Bs)shzsinz 

_ v (ch 2z - cos 22) 

+ 1 [zfJz(z> + f;(z)1 (27) 

Oil 

A1 = 4Re ash a sin a/(sh 2~2 - sin 2a) 

BI = - 4Re a ch a cos a/(sh 2a - sin 2~) 

A;3 + B,2 -. 
A3 = -1o sh a sin a - ch a cos a 

+ 2shacosach2a - 
cos 2a 

sh 2a - sin 2a I 
h 

- 4 a&” (a) sh a cos u/fsh 2a - sin 2a) 

? Bs = !‘$B. sh a sin a + ch a cos a 

ch 2a - cos 2a 
- 2 ch a sin a ~~-2; 

- sin 2a 1 
h 

+ 4 a f;‘(a) ch a sin a/(sh 2a - sin 2a) 

h = - 4Re a(ch 2a + cos 2a)/(sh 2a - sin 2a) 

On peut done Ccrire la vitesse radiale sous la 
forme suivante : 

U2 ---I!%-- 
Y sh 2a - sin 2a 

(sh a sin a ch z cos z 

- chacosashzsinz)+~~~F(z,a)+... 

(28) 

oh la fonction F(z, a), bien qu’assez compliquee, 
peut etre obtenue sans difficult6 en principe a 
partir de I’equation (27). On peut remarquer 
qu’en premiere approxjmation, fe profil des 
vitesses radiaies est fonction seulement du 
nombre de Taylor. Le produit ru reste indt- 
pendant de I a un terme d’ordre l/r2 pres, terme 
ntgligeable pour des disques tres rapproches, 
sauf pres du centre. En outre, l’ecoulement 
tranversal n’intervient que par des termes 
d’ordre l/r4 et peut Ctre considere comme 
n~g~ibeab~e sauf prb du centre. 

Un cas particuher se prtsente lorsque a2 = 0, 
c’est-a-dire lorsque les deux disques sont fixes. 
On peut facilement verifier que, dans ce cas, 
l’tquation (28) se reduit a 

u= (:):[I - (:)‘I + j:)“Rej$j[l 

'2 2 ()I[ 24 
5 

- -~ - 423 + - 
a 7 1 w 

en accord avec des resultats connus [1,3,4]. 
Les profils des vitesses radiales, correspondant 

au premier terme de l’equation (28), sont 
represent&s sur la Fig. 2 sous forme adimen- 
sionnelle, a savoir u(z)/umaX en fonction de 
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__ artJ,s ---- a12 

-a=l ---_-__ a=* 

4 ---a==/2 

i/o 
FIG. 2. Distribution adimensionnelle des vitesses radiales 

pour diffkrentes valeurs de a. 

f/a. On voit que pour a inferieur a 05 le profil 
est pratiquement parabolique. Pour des valeurs 
de a superieures a r, le calcul predit un retour 
de l’ecoulement au voisinage du plan median, 
mais on ne sait pas si une telle situation peut se 
presenter dans un systeme reel. 

La distribution des vitesses et les proprietes 
caracttristiques de la transition dans un Ccoule- 
ment radial entre deux disques paralleles n’ont 
CtC CtudiC experimentalement que dans le cas de 
disques fixes, c’est-a-dire pour a = 0. Moller [2] 
a mesure, dans ce cas, les profils des vitesses 
pour plusieurs valeurs du nombre de Reynolds, 
et a trouve qu’ils ttaient paraboliques, a la 
precision de ses mesures, tant que l’ecoulement 
restait laminaire. Une etude des caracteristiques 
de la transition [14] a montre que, si l’ecoulement 
est turbulent h l’entree, il se produit une transi- 
tion inverse qui rend l’ecoulement laminaire a 
une distance radiale critique fC donnee par la 
relation 

rc 
- = KRea 
a (30) 

Les mesures ont donne pour K des valeurs 
comprises entre 0,85 et 1,15, soit leghrement 
superieures A la valeur de 0,76 pour laquelle 
l’ttude theorique de Peube [I] montre qu’un 

point d’inflexion apparait dans le profil des 
vitesses. Une etude rtcente [19,20] des variations 
qui se produisent dans l’intensite et le spectre de 
la turbulence lorsque l’tcoulement dans un tube 
ou dans une couche limite avec un gradient de 
pression d&favorable devient laminaire, montre 
que le processus est en fait graduel, les tourbillons 
correspondant aux frequences les plus Clevtes 
ttant amortis plus rapidement. Bien que les 
details de ce mecanisme ne soient pas encore 
complbtement expliques, le resultat le plus 
important, du moins en ce qui concerne l’etude 
thtorique de la convection, est que les resultats 
theoriques pour l’ecoulement laminaire cessent 
d’&tre applicables lorsque le rapport f/a devient 
inferieur a Rea, Pour l’instant, aucune mesure 
precise n’a CtC faite dans le cas ou u2 = 0 
lorsque l’tcoulement, laminaire a l’entrte, doit 
d’abord devenir turbulent (comme dans la 
region d’entree d’une conduite aplatie [2]) avant 
d’effectuer une transition inverse. De meme, on 
ne possede aucun cridre de transition dans le 
cas de disques tournant, mais il est evident que 
dans ce cas, le nombre de Taylor, comme le 
nombre de Reynolds, entrera en jeu. 

3. TRANSFERT DE MASSE ET DE CHALEUR PAR 
CONVECTION DANS UN ECOULEMENT RADIAL 
LAMINAIRE ENTRE DEUX DISQUES TOURNANT 

A LA MEME VITESSE 

L’equation de l’energie pour un Ccoulement 
permanent, incompressible, laminaire et non 
dissipatif, s’ecrit, dans le systeme de coordonnees 
cylindriques represent& sur la Fig. 1: 

_aT eaT _ aT 
UG + q + wz2 

en supposant les proprittes physiques du fluide 
constantes. 

On obtient l’equation correspondant au 
transfert de masse d’un composant A en rem- 
plaCant simplement la temperature T par la 
concentration 2, et la diffusivite thermique 
(k/& par le coefficient .QV de diffusion 
moleculaire du composant A dans le fluide 
[22,23]. Dans un Ccoulement a symttrie de 
revolution, les dtrivees de quantites scalaires par 
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rapport a 4 sont nulles. L’analyse precedente 
montre que, pour un profil des vitesses bien 
Ctabli, c’est-a-dire pour de grandes valeurs de 
f/a, l’ecoulement transversal perpendiculaire aux 
disques est negligeable, soit w = 0. En outre, 
Singh [24] a montrt que la conduction dans la 
direction de l’ecoulement est ntgligeable vis 21 
vis de la conduction dans la direction perpen- 
diculaire aux disques, si le nombre de Reynolds 
est Cgal ou superieur a 5O/Pr dans le cas du 
transfert de chaleur, et a 5O/Sc dans le cas du 
transfert de masse. Ainsi, sauf pour des nombres 
de Prandtl ou de Schmidt t&s petits, on a 

et 

L’ecoulement transversal &ant negligeable, 
l’equation de continuite peut s’ecrire : 

u = ak2 = pi) = Ff(Z) (32) 

oh la fonction f(z), qui donne le profil des Calcul du nombre de Nusselt moyen en t%oulement 
vitesses raidales, vtrifie laminaire 

$ jicz) dz = 1 

--a 

Pour calculer la distribution des temperatures 
et le flux de chaleur dans le cas de deux disques 
tournant a la m&me vitesse, on doit resoudre 
l’equation (34) avec 

En portant l’equation (32) dans l’equation (31) 
et en utilisant les hypotheses simplificatrices 
prtsentees plus haut, on obtient l’equation 

f(r) = sh 2a Fsin 2a [sh a sin a ch ay cos ay 

- ch a cos a sh ay sin ay], 

1 aT a2T 
Re Prf(.F;z = ay2 

Oh 

Re = pQ/4rrpa et Pr = pep/k 

L’tquation (33) gouverne la distribution des 
temperatures dans un Ccoulement radial a 
symetrie de revolution entre deux disques 
parallbles. L’tquation correspondant au transfert 
de masse est 

Oil 

SC = CLIP% 

Pour determiner le flux de transfert de chaleur 
ou de masse, il faut resoudre les equations 
prtcedentes avec le profil des vitesses et les 
conditions initiales et aux limites convenables. 

Si l’on introduit les variables sans dimensions 
suivantes : 

et 
x = (i2 - J$I2Re Pr a2, y = Z/a 

T = (T - Tp)/(T, - &J 

0Q F0 est la temperature initiale a i = Jr, et 
Tp est la temperature de reference du disque, 
l’equation (33) devient 

f(Yg= g 

avec 

_Tf(r)dy = 2 

L’equation correspondante, pour le transfert 
de masse, s’obtient facilement au moyen des 
transformations conduisant a l’equation (34). 

Si la temperature du guide a l’entree est 
uniforme, la solution doit verifier la condition 
initiale : 

T(0, y) = 1. 

En outre, si le disque inferieur est a une 
temperature uniforme donnee Tp, on a la 
condition aux limites 

T(x, - 1) = 0. 

En ce qui concerne le disque superieur, deux 
conditions aux limites, les plus importantes du 
point de vue pratique, sont a envisager: 

(a) T(x, 1) = 0 les deu_x disques sont a la 
mCme temperature Tp. 
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(b) (KI’/~y)(x, 1) = 0 le disque sup6rieur est 
thermiquement isolt. 

Dans les deux cas, nous voulons calculer le 
nombre de Nusselt moyen defini par 

Nu(xa) = *+ 

Le coefficient de transfert de chaleur moyen 
h est aussi donne par 

+1 

= - &; 
[s 

fW’(x2, y) dy - 21. 

-1 

Si k est connu, on peut calculer directement le 
flux de chaleur entre le &tide et les disques B 
partir des don&es du systeme. Les solutions de 
l’dquation (34) ont et6 obtenues, pour differentes 
valeurs du nombre de Taylor a2 comprises entre 
0 et 9, en introduisant un operateur integral 
qui possbde des fonctions propres orthogonales 
et ~o~alisables ri la condition que f(y) nesoit 
pas negatif dans l’intervalle J y 1 < 1. Le nombre 
de Nusselt s’exprime alors directement en 
fonction de la solution, sous forme de serie, de 
l’equation (34). 

La methode de separation des variables donne 
des solutions de l’equation (34) sous la forme 

T = Y(Y) x(x) (36) 
avec 

et 
X = const. exp [-x/p] (37) 

y,’ zz -+.y) Y(u) (38) 

00 p est une constante. 
Les conditions aux limites pour y = + 1 se 

traduisent par 

Y(-1) = 0 

ou 

Y( + 1) = 0 dans le cas (a) 

Y’( + 1) = 0 dans le cas (b) 

En integrant formellement l’equation (38), et 
en tenant compte des conditions aux limites 
ci-dessus, on obtient 

Y(Y) = 
II I’ 

1 -- 
P {S s 

AY”) Y(Y”) dy” dy’ + ;(Y + U} 
-1+1 

Oil 

A = - f E f($:(y”) dy” dy’ dans le cas (a) 

A = 0 dans le cas (b). 

Soit L I’operateur integral defini par 

f;(q) = 
Y Y’ 

- 
ss 

f(.y”)q(y”) dy” dy’ - ;(y -t 1) (39) 

-1 1 

et +r et p~k, k = 1,2,3 . . ., ses fonctions propres 
et vaIeurs propres. On a 

L(#k) = Pk+k WI 

et 

y = /.4;(Y) = - ..f(Y)M.V) 

~int~gration par parties de 

%(Y)&(Y)&(Y) dy 
-1 

montre, en raison de la symetrie de 

+i~~(y)~~(~) dy 
-1 

enjetk,quel’ona: 

-1 

Ce qui montre que $3(y) et &(y) sont orthogo- 
nales par rapport B la fonction de poidsf(y) et 
sont done aussi normalisables. 

Si nous definissons le produit interieur, relatif 
A l’operateur integral consider& et pour les 
fonctions definies sur Iy/ < 1, par 

(k, 4) = ~:f((y)kWqCv) dy 
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toute fonction peut alors &re representee par 
une serie de Fourier gentraliste: 

On peut done, en tenant compte de la con- 
dition initiale, Ccrire la solution de l’equation 
(34) sous la forme suivante: 

m 
Rx, Y) = C (1, V%&(Y) exp [-X/PA 

k=l 
(41) 

Le probleme se ram&e ainsi a trouver les 
fonctions propres &, les valeurs propres PL et 
les coefficients de Fourier generalirks (1, &). 
Les calculs ont CtC faits par le Docteur G. J. 
Culler de l’universitt de Californie a St. 
Barbara, suivant la methode dite de puissance. 

Le nombre de Nusselt s’obtient alors de la 
man&e suivante. Des equations (40) et (41) on 
dtduit 

(42) 

et 

Mais, d’apres l’equation (39) 

I 

-’ L($k) = ay s f(Y) +k(Y) dy - + (44) 

ll 

ce qui entraine 

f(Y) $k(Y) dY - &; (45) 

et 

(46) 

Utilisant les equations (43), (45) et (46), 

Mais, puisque, 

&(Y)&(Y) dY = (1, ‘&) 

on obtient 

% = is 2 (1, +k)2(1 - exp [ - xZ/Pkl) 

k=l 

De plus, puisqu’on peut Ccrire 

: (1, +k) +k(Y) = 1 
k=l 

on en deduit 

j/(Y) dY =k;,(l, +k) @Y) 4k(Y) dY 

=k;O(l 3 dd2 

D’ou l’expression finale du nombre de 
Nusselt moyen 

Nu(X2) = k [2 - f$ (1, +k12 exp (-x2/pk)] (48) 
k=l 

Le tableau 1 donne les valeurs propres et les 
coefficients correspondants pour les trois 
premiers termes des series ci-dessus, pour des 
valeurs de us comprises entre 0 et 7r2, et pour les 
conditions aux limites correspondant aux cas 
(a) et (b). 

Afin d’dtablir la precision de la methode de 
calcul, le nombre de termes a prendre, et 
l’exactitude de tous les sous-programmes utilises, 
les calculs ont tte d’abord effectuts dans le cas 
artificiel dun profil des vitesses uniforme, 
c’est-a-dire avec f(y) = 1. Dans ce cas, il est 
possible de calculer les series analytiquement, 
par une decomposition en strie de Fourier. On 
obtient, dans le cas (a), 

l’equation (35) donne 

= ; 2 (1, +k) r,) &(Y) dy j: e@Ekl dx 
k=l -1 0 

(47) 
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Tableau 1. Valeurs propres et coefficients de Fourier generalish pour le calcul du nombre de Nusselt moyen duns un 
&oulement Iaminaire entre deux disques parallPles tournant ri la meme vitesse et avec source au centre 

Cas (a) T(x, 1) = T(x, - 1) = 0 

.___ 

a=0 a=1 a=2 Cl=97 
k 

(1, M Al, (1, +k) xk (1, #k) b (1,dd hk 
-_- 

1 1,3493 1,373o 1,3468 1,3829 1,3232 1,5205 I,3165 1,9136 
2 0,3zO 0 0 0 
3 496 0,332O 4,618O 0,3831 4,599o 0,3887 5,3831 
4 0 0 0 0 
5 0,1748 7,894O 0,1782 7,8696 0,2071 7,7195 0,217O 8,8679 

Cas (b) T(x, 1) = g (x, - 1) = 0 

a=0 a=1 a=2 a=* 
- 

(1, h) Ak (1, 4k) hk (1, dk) hk (1, dk) k 
-__ 

1,3383 0,77949 1,33519 0,78015 1,29546 0,78481 1,20078 0,7749 1 
0,3478 2,4285 0,3596 2,4185 04450 2,343O 0,6572 2,3994 
0,1901 4,067O 0,1939 4,051l 0,2241 3,9629 0,1394 4,4581 

0,1307 5,6814 0,1533 5,555o 0,2265 5,8904 
0,0973 7,3107 0,1135 7,1526 0,071o 7,9809 

(1, +k)’ exP [- AkX21 

exp - 
[ 

(2n + Q2 
4 

79x2 
11 

(49) 

et dans le cas (b), 

I%$j2-$~ (& 

*=lJ 

exp 
- (2n + 1)2 

16 
- ?rsx2 

I! 
(50) 

On a trouve que la solution fournie par la 
calculatrice Ctait en accord avec la serie de 
Fourier avec une precision de cinq chiffres 
significatifs et que trois termes suffisaient pour 
calculer x avec une erreur inferieure a deux 
pour cent, ceci pour tout le domaine de valeurs 
de x2 interessant en pratique. 

Les resultats analytiques sont represent& 
graphiquement sur les Fig. 3 et 4 qui donnent le 
nombre de Nusselt moyen en fonction de la 
variable sans dimensions [RePr&/(i,” - ?:)I, 
respectivement dans les cas (a) et (b). 

Dam le cas (a), et pour a = 0, les valeurs 
propres sont en accord avec celles donnees dans 
les references [25-271 ou l’equation (35) a Ctt 
resolue pour un profil de vitesses parabolique, 
un tel profil Ctant le cas limite du profil des 
vitesses don& par l’equation (28) lorsque aa 
tend vers zero. 

L’application h d’autres conditions aux limites 
est aussi possible, dans ce cas, grace au principe 
de superposition discutt dans la reference [28]. 

4. NOMBRES DE NUSSELT ET DE SHERWOOD 

MOYENS DANS UN ECOULEMENT RADIAL 

TURBULENT JXNTRE DEUX DISQURS FIXES 

Comme nous l’avons deja indiqut, a des 
distances radiales inferieures a la distance 
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FIG. 3. E en fonction de Re Pr a2/(72 - 712) dam le cas 
(a) et pour diffkrentes valeurs de a. 

critique f0 donnee par (30), l’koulement peut 
Ctre turbulent et les expressions du nombre de 
Nusselt trouvees au chapitre p&&dent cessent 
alors d’etre applicables. Pour predire le nombre 
de Nusselt en Ccoulement turbulent, il faut 
adopter une approche semi-empirique relite a 
des experiences. 

On ne dispose pas pour l’instant de don&es 
experimentales concernant le transfert de chaleur 
par convection dans un tcoulement de source 
entre deux disques tournant, mais les resultats 
sur le transfert de masse presentts dans la 
reference [13] peuvent servir, g&e a l’analogie 
entre transfert de masse et transfert de chaleur, 
g obtenir une expression empirique pour le 
nombre de Nusselt moyen dans le cas d’un 
Ccoulement turbulent bien Ctabli entre deux 
disques fixes. 

Au depart les resultats originaux des references 
El33 et [31] ont Cd analyses en ne retenant que 
les points obtenus dam des conditions telles que 

! I 
I 

/L-T---7 
1 / 

I 2 3 4 
- 

FIG. 4. a en fonction de Re Pr a2/CjG2 - Fz”) dam le cas 
(b) et pour diffkrentes valeurs de a. 

&$a < Re”, avec les deux disques fixes. Une 
analyse d~ensionnelle montre que les para- 
metres sans dimensions approprits sont les 
suivants : kc2a/9$,, p @&rap, aif2 et p/pSL. Mais, 
puisque le nombre de Schmidt p/p9, Ctait 
constant et Cgal a 2,4 dans toutes les experiences, 
son influence n’a pu &tre determinee dans cette 
etude correlative. 

On a tout d’abord Ctabli la relation entre le 
nombre de Sherwood moyen (sh = ~~2~t~~~ et 
le nombre de Reynolds (Re = pQ/4v~) en 
portant sur un diagramme ,% en fonction de 
Re pour des valeurs constantes de u/t%. La 
Fig. 5 montre qu’il existe une relation de la 
forme 

a = clRe018 (51) 

pour toutes les valeurs de aJ& considerees. 
Puis on a Ctabli la relation entre 3 et a,& en 

portant & nouveau les resultats de la Fig. 5 SW 
un autre diagramme, pour des valeurs constantes 
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FIG. 5. ‘si; en fonction de Re. 

de Re. La Fig. 6 montre qu’il existe une relation 
de la forme 

-h = c&z/~+6 (52) 

11 est done possible de correler tous les 
resultats par la formule 

?% = cs [2Re(a/r;)2]0~* (53) 

ou cs = 1,3, comme le montre la Fig. 7. 

c 

Dans ces experiences, la surface d’un seul 
disque etait recouverte de naphtalene; c’est 
l’analogue, pour le transfert de chaleur, du cas 
oh une surface est a une temperature uniforme 
donnee et l’autre surface est isolee (cas b). 
Cependant, &ant don& qu’en Ccoulement 

FIG. 6. 3 en fonction de (a&. 

40 

30 

20 Y 0,0057 20,3 

15 

FIG. 7. Ken fonction de 2Re a/(&2 - $). 
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turbulent la resistance principale est localisee 
dans une couche de fluide pres de la paroi tant 
que le nombre de Prandtl ou de Schmidt n’est 
pas trop petit [21], l’influence de l’autre con- 
dition aux limites sur la densite de flux de chaleur 
ou de masse a la paroi est tres faible. Par conse- 
quent, la relation empirique pour le transfert 
de masse avec les deux parois a un m&me po- 
tentiel uniforme peut s’ecrire: 

% = 2 6 [2Re(a/i#]0~s 3 

A l’aide de l’analogie entre transfert de masse 
et transfert de chaleur en Ccoulement turbulent 
[23], le nombre de Nusselt moyen dans un 
systeme oti les deux parois sont a une tempera- 
ture uniforme peut done s’dcrire approximative- 
ment 

%& = 1,28 [2Re Pr a2/F~]0,*/(Pr0~47). (54) 

L’equation (54) permet aussi d’kaluer le 
nombre de Nusselt moyen dans le cas d’un 
regime d’tcoulement mixte oh l’ecoulement est 
turbulent pour i < rc et laminaire entre fC et 
f2. Si l’on suppose ?r < fC et que la transition 
inverse se produise entierement a i = Je, le 
nombre de Nusselt moyen est alors don& par 

Nu = [(i,” - Pf)Nut + (ii - QNuz]/(i,” - 7;) 
(55) 

oh &%t est le nombre de Nusselt moyen en 
ecoulement turbulent et peut Ctre calcule a 

Valve 

Rotom6tre 

partir de (54) en faisant ?s = TC et oh NUZ est le 
nombre de Nusselt moyen en Ccoulement lamin- 
aire et peut &re CvaluC a l’aide de la Fig. 3 en 
faisant !I = TC. 

En realite, il est probable que la transition se 
produit de maniere graduelle et que la disparition 
complete de la turbulence demande, pour se 
faire, une certaine distance non nulle. I1 faut 
noter cependant que, alors qu’en Ccoulement 
purement laminaire ou purement turbulent seul 
le rapport <iI - i$/as est important, dans le 
regime d’ecoulement mixte le nombre de Nusselt 
moyen peut varier aussi avec l’ecartement des 
deux disques. 

5. VERIFICATION EXPERIMENTALE DE LA 
SOLUTION ANALYTIQUE POUR UN NOMBRE 

DE TAYLOR NUL 

On a verifit experimentalement la solution 
analytique valable dans le cas d’un Ccoulement 
laminaire entre deux disques fixes a la meme 
temperature (cas a), (u = 0) au moyen de 
l’appareil represente schematiquement sur la 
Fig. 8. L’air cornprime apres son passage dans 
un detendeur, puis dans un rotamttre permettant 
de mesurer le debit, arrive par l’intermediaire 
d’une vanne dans le tube d’entree et dans une 
chambre de tranquillisation, directement au- 
dessus de l’appareil. On mesure la temperature 
de l’air au moyen d’un thermocouple place Q 
l’extremite du tube d’entree. Lair ptnetre alors 

c 
A,,Tube d’entrk d’oir 

-I Ampe’rem~tre Apporell exp&lmental 

FIG. 8. Schema du dispositif experimental. 
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dans l’espace separant les deux disques a travers 
une section arrondie raccordant le tube d’entree 
au disque superieur. 

L’appareil est constitut de deux disques de 
cuivre de 2 cm d’epaisseur et 45 cm de diambtre. 
Les faces des disques en contact avec Pair ont 
Ctt usintes de maniere a les rendre parfaitement 
planes et lisses. Une spirale chauffante en 
thermocoax, d’une resistance Clectrique totale 
de 5 fi a la temperature ambiante, est placee sur 
la face externe de chaque disque et maintenue 
pressee contre cette face au moyen d’une plaque 
supplementaire en aluminium. Pour rtduire les 
fuites thermiques vers I’exterieur, l’ensemble est 
recouvert d’un isolant en mousse plastique de 
4 cm d’epaisseur. 

Un rheostat permet de faire varier la tension 
appliqute au fils chauffants de thermocoax de 
0 a 100 V, et par la de contrdler la temperature 
des disques. L’intensite et la tension du courant 
sont mesurtes independamment l’une de I’autre, 

La temperature de la face de chaque disque 
en contact avec l’air est mesurte en cinq points 
au moyen de thermocouples cuivre-constantan. 
Chaque thermocouple est applique au fond d’un 
trou ouvert sur la face exterieure du disque, a 
environ 0,3 cm de la surface interieure. Etant 
donnee la grand conductivite thermique du 
cuivre, on peut ntgliger la difference de tempera- 
ture entre l’emplacement des thermocouples et 
la surface interieure du disque. Les disques de 
cuivre ont ttC aussi choisis suffisamment Cpais 
pour que la conduction dans la masse du disque 
produise une temperature pratiquement uni- 
forme sur toute la surface, en accord avec la 
condition aux limites utiliste dans l’etude 
theorique. 

L’ecartement des disques peut ttre rtgle P 
differentes valeurs au moyen de 3 petites tales. 
Ces tales sont piacees au-deli du rayon ex- 
terieur des disques dans des “oreilles” prtvues 
sptcialement et usinees avec la surface du disque. 
Le fait que ces tales soient placees a l’exttrieur 
des disques permet d’tviter une interaction 
gCnante avec l’ecoulement radial entre les 
disques, la oti Pair s’echauffe. 

Le rotametre, la sonde de pression et les 
thermocouples sont etalonnes avant de com- 
mencer les experiences. On a CvaluC I’erreur sur 
le debit a + 4 %, et l’erreur sur la temperature a 

+ 1 degC. Une analyse de la precision des 
resultats experimentaux, faite en considerant des 
intervalles d’incertitude bases sur des chances de 
20 contre 1 [28], montre que la precision sur les 
vAeurs experimentales du nombre de Nusselt 
A% ou du coefficient de transfert de chaleur 
moyen est de f 15 y0 alors que la precision sur 
les valeurs du parametre Re Pr a2/(fi - PF) est 
de + 5 %, dans le cas de la methode de mesure 
d&rite plus loin. Cette precision limit&e est en 
grande partie due a la difficult6 d’obtenir un 
&at d’tquilibre. La grande capacite thermique 
des disques de cuivre rend la constante de 
temps du systeme t&s importante, et pour 
certains points experimentaux la ptriode 
transitoire a dure 10 h. Comme, au tours de ce 
temps, la temperature et la pression d’alimenta- 
tion de l’air varient, il en resulte une incertitude 
des mesures assez grande comme le montrent les 
resultats ci-dessus. 

Pour la determination experimentale du 
nombre de Nusselt defini par l’tquation (37), 
nous avons utilise la procedure suivante. 

Les deux disques sont tout d’abord places l’un 
contre I’autre, l’ecartement &ant done nul. Dans 
ces conditions, c’est-A-dire en I’absence d’tcoule- 
ment, toutes les pertes de chaleur sont dues a 
la convection libre et au rayonnement, dans le 
milieu ambiant, de la surface externe de l’isolant 
place sur les disques. Ces pertes sont inevitables 
et existent aussi lors des experiences avec 
ecoulement radial. Quantitativement, elles ne 
dependent que de la difference de temperature 
entre les disques et l’air exterieur ambiant. Le 
systbme Ctant dans ces conditions, on fait passer 
un courant dans la resistance de chaque disque 
et l’on mesure la puissance dissipte, c’est-a-dire 
J’intensite et la tension du courant, pour chaque 
disque separement. Lorsque la temperature des 
disques, donnte par les cinq thermocouples de 
chaque disque, atteint une valeur d’equilibre, on 
mesure les pertes de chaleur vers l’exterieur et la 
difference de temperature entre les disques et 
I’air. On refait la meme operation pour des 
valeurs croisantes de la puissance dissipee, et 
l’on obtient ainsi la correction sur les pertes de 
chaleur. 

Pour les experiences proprement dites, avec 
Ccoulement, on maintient constantes pendant la 
duree des mesures les valeurs, choisies a l’avance, 
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de l’ecartement des disques, du debit et de la 
puissance dissipee. On observe l’evolution dans 
le temps de la temperature des disques et de celle 
de l’air entrant; lorsque Mat d’tquilibre est 
atteint, on note la temperature des disques pour 
la puissance totale dissipeel considtree. Le 
coefficient moyen de transfert de chaleur se 
calcule alors au moyen de l’equation 

Qtotal - Qpertes 12, = __--- 
2T(~; - J;)(& - To) (56) 

Les resultats de ces experiences sont present& 
en detail dans la reference [30] et sur la Fig. 9 qui 
donne le nombre de Nusselt moyen en fonction 
du parametre sans dimensions 

La solution analytique dans le cas (b), c’est-a- 
dire lorsqu’une surface est a un potentiel 
uniforme et l’autre isolte, a ttC verifiee par des 
experiences de transfert de masse. L’appareil 
utilist pour ces experiences, ainsi que la tech- 
nique des mesures, sont decrits en detail dans 
les references [22] et [13]. Un seul changement 
fut introduit afin d’eliminer l’influence de la 
region dentree dont on ne tient pas compte dans 
la solution analytique, cette derniere supposant 
des profils de vitesses semblables pour ? compris 
entre ir et 7s. Afin de supprimer tout transfert 

KREITH 

de masse dans la region d’entrte, la couche de 
naphtalene, dont un des disques est recouvert, 
a ttC peinte avec une laque impermeable au 
transfert de masse, sur une region circulaire 
s’etendant du centre jusqu’a une distance radiale 
de 3,8 cm. Le diambtre des disques &ant de 
20,3 cm, les dimensions de la surface active sont 
< = 3,8 cm et % = lo,15 cm. 

Les resultats de ces experiences, effectutes 
pour des valeurs de l’dcartement des deux 
disques de 0,13 cm et 0,32 cm, sont compares 
avec la solution analytique de (34) sur la Fig. 10. 
On a Cgalement represente sur cette figure la 
relation semi-empirique valable pour la region 
turbulente avec un nombre de Schmidt de 2,4 qui, 
pour la geometric consideree, donne 

sh = 0,565 2Re SC+ 
03 

2 Ff 

On trouve que la transition apparait 
systeme lorsque la valeur du parametre 

2Re SC a2/(il - if) 

(57) 

dans le 

depasse environ 1,4, ce qui correspond a une 
valeur de K, dans l’equation (30), d’environ 0,8. 
L’ecoulement est entibrement turbulent quand 
2Re SC a2/(ii - 7:) atteint environ 7, ce qui 
correspond approximativement a une valeur de 
K Cgale 51 1,2. Le tube d’entree Ctant tres petit, 

FIG. 9. R&&tats expkrimentaux dans le cas (a) et pour a = 0. 
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(vitesse parobolique) 

laminoire -- 
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! 
0 I IO 

ZReSc ~+Cq-i;~) 

FIG. 10. RCsultats exphimentaux dans le cas (b) et pour a = 0. 

1’6coulement arrive turbulent et le critbre de 
transition suggere dans la reference [14] devrait 
Ctre applicable. 

6. DISCUSSION DES RESULTATS 

L’ttude thtorique, presentee au Paragraphe 3, 
du transfert de masse et de chaleur par convec- 
tion dans un Ccoulement laminaire entre deux 
disques parallbles toumant a la meme vitesse 
avec une source au centre montre que les 
nombres moyens de Nusselt et de Sherwood 
dependent de deux parametres: un nombre de 
Taylor us = wa2/v et un nombre de P&let 
modifie Re Pr a2/($ - ff) ou Re SC a2/(f$ - f:). 
Les calculs ont ete faits pour des nombres de 
Taylor compris entre 0 et ~2, c’est-a-dire dans 
le domaine de valeurs de u2 oh le calcul predit 
l’absence d’ecoulement de retour. Les resultats 
present& sur les Figs. 3 et 4 montrent que les 
coefficients de transfert de masse et de chaleur 
augmentent avec le nombre de Taylor, mais 
qu’ils deviennent independants du profil des 
vitesses lorsque ‘Re Pr a2/(fi - i$ devient in- 
ferieur a 0,2. L’analyse est basee sur un de- 
veloppement en serie de la solution, valable 
pour de grandes valeurs de r, mais s&l le premier 
terme de la serie est utilid. Ce terme donne le 
profil des vitesses radiales et il montre que la 
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forme de ce profil ne depend pas de la distance 
radiale. Les termes d’ordre superieur corre- 
spondent a une modification de la forme de ce 
profil avec r, mais les corrections, dans le cas 
de disques tres rapprochb, ne sont appreciables 
qu’a de t&s petites distances radiales. Pour des 
nombres de Taylor inferieurs B environ 0,25, la 
distribution des vitesses radiales est pratique- 
ment parabolique et l’on peut alors utiliser les 
resultats d’etudes prtcedentes pour comparer les 
valeurs propres et les coefficients qui entrent 
dans le calcul des nombres moyens de Nusselt et 
de Sherwood. 

Deux conditions aux limites presentant un 
inter& pratique ont CtC prises en consideration: 
dans le cas (a), les deux surfaces sont A un 
potentiel uniforme et, dans le cas (b), une surface 
est a un potentiel uniforme et l’autre isolee. 

Des experiences ont CtC effectuees pour 
~9 = 0, afin de verifier l’analyse. Dans les 
experiences de transfert de chaleur, dans le cas 
(a), lkoulement a l’entrte est complbtement 
laminaire et, par consequent, une partie de la 
veine d’essai comprend la region oti le profil des 
vitesses s’ttablit. Une etude approchee par 
Hagiwara [6] montre que le profil des vitesses, 
dans un Bcoulement laminaire entre deux disques 
fixes, s’approche de la forme parabolique 
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g rt: 2 % k une distance radiale fp don&e par 

- = 1 + (a Refi/8Jl) 
Tl 

L’Ccoulement & l’entrke semble avoir peu 
d’influence sur le nombre de Nusselt moyen, 
comme le montre la Fig. 9 oti les rksultats 
expkrimentaux sont cornparks ?i l’analyse. On 
voit sur cette figure que les mesures sont en 
accord avec la thkorie, a la prkcision prbs des 
mesures, pour les valeurs de Re &/(f$ - PF) 
comprises entre 0,02 et 15 Pour des valeurs 
supkrieures, l’tcoulement a l’entrte devient 
turbulent car le nombre de Reynolds dans le 
tube d’arride d’air dCpasse alors 2300; 
l’koulement reste alors turbulent dans tout 
l’espace entre les deux disques puisque f/a est 
partout infbrieur A Ret [14]. 

Dans le cas (b), une vkrification expkrimentale 
a CtC obtenue par des mesures de transfert de 
masse. Le tube d’arrivke de l’air &ant t&s petit, 
l’koulement g l’entrte Ctait turbulent ce qui a 
permis de verifier le critke de transition propok 
par l’auteur dans la rCf&ence [14]. De plus, 
l’influence de la region d’entrte a pu Ctre 
CliminCe t&s facilement, comme cela a Ctt 
d&it plus haut. La Fig. 10 montre les rksultats 
expkrimentaux et l’on observe g nouveau un 
bon accord entre la thkorie et l’exptrience dans le 
rCgime laminaire. 

Dans le rkgime d’koulement mixte, les valeurs 
mesurees du nombre de Sherwood moyen sont 
supkieures aux valeurs thkoriques, comme on 
s’y attend. Quand le rayon de transition est 
Cgal ou supkrieur au rayon extkrieur du disque, 
l’tcoulement est entikrement turbulent et les 
valeurs mesurdes de ?% sont en bon accord avec 
la relation empirique dtveloppke au Paragraphe 
4. 

Dans la seule autre Ctude expkrimentale des 
phdnomknes de transfert en tcoulement radial 
entre deux disques paralkles [17], les auteurs 
comparent leurs rCsultats avec une analyse 
bas&e sur l’hypothkse d’un Ccoulement laminaire 
et d’un profil des vitesses uniforme (49). 11 n’y a 
accord entre les deux qu% &- 60 %, mais puisque 
la dispersion des points expkrimentaux atteint 
+ 50 %, on pourrait se croire en droit, d premiBre 
vue, d’attribuer l’kcart entre la thkorie et 
I’exp&ience aux erreurs expkimentales. Cepen- 

dant, m&me l’accord relatif qui existe entre 
l’analyse et les rksultats expCrimentaux de la 
kfkrence [17] est en fait dfi g une circonstance 
fortuite. 

Dans la rkfkrence [17], les valeurs du para- 
mktre (pQ/4~&a~/?~) sont comprises entre 
0,024 et 2,4 quand i est le rayon d’entrke, et 
entre 0,6 et 60,O quand r est le rayon extkrieur. 
En conskquence du critbre de transition donnC 
par l’kquation (30), il apparait que dans la 
plupart des cas, les conditions sont celles d’un 
rCgime d’kcoulement mixte. Pour les plus 
grandes valeurs du dCbit, l’kcoulement est en 
fait entikement turbulent. 

L’accord apparent entre la thkorie et l’expkri- 
ence de la rCf&ence [ 171 provient de la compensa- 
tion de deux erreurs. Dans le rCgime laminaire, 
le profil des vitesses est presque parabolique et, 
comme cela a CtC prouv$ dans cette Ctude, la 
thkorie prCvoit des nombres de Nusselt plus 
petits pour un profil des vitesses parabolique que 
pour un profil uniforme. La Fig. 9 montre que 
la differknce augmente lorsque le nombre de 
P&let augmente. Pour des koulements tur- 
bulents ou mixtes, le nombre de Nusselt reel 
est naturellement plus grand qu’en Ccoulement 
laminaire au mCme nombre de P&let. Ainsi, en 
supposant que 1’Ccoulement est laminaire, mais 
en utilisant dans la thCorie un profil des vitesses 
erronC qui rend le nombre de Nusselt artificielle- 
ment grand, on arrive, dans la rkfkrence [17], g 
un accord relatif apparent entre des valeurs 
mesurees du nombre de Nusselt dans un tcoule- 
ment de transition ou turbulent, et des valeurs 
calcukes pour un Ccoulement laminaire. 

On a converti les rksultats de la rtfkrence 1171 
B l’aide des paramktres utilists ici, et les points 
ainsi obtenus qui correspondent au rtgime 
laminaire ont CtC port& sur la Fig. 9. 11s sont 
en accord avec l’Ctude thdorique faite ici. Mal- 
heureusement, les renseignments donnCs dans la 
rtfkrence [li’] ne permettent pas de calculer le 
nombre de Prandtl du fluide et de comparer les 
rtsultats avec ceux des tquations (54) et (5.5) 
pour les rtgimes turbulents et mixtes. 

Bien que les rksultats thCoriques n’aient 6tC 
vCrifiCs par l’exphrience que pour a2 = 0, la 
similitude de la mkthode de calcul pour toutes 
les valeurs du nombre de Taylor, du moins 
jusqu’$t a2 = r2, suggtre qu’un accord semblable 
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entre la theorie et l’expkience doit exister tant 
que l’t5coulement reste laminaire. Malheureuse- 
ment, il n’existe pas en ce moment de r&hats 
exptrimentaux indiquant . les domaines de 
valeurs de Re et ~2 oti l’tcoulement entre deux 
disques tournant g la mQme vitesse reste lamin- 
aire. 11 n’y a pas non plus de rCsultats thCoriques 
ou expdrimentaux permettant de calculer le 
nombre de Nusselt en Ccoulement turbulent 
entre deux disques tournant, avec source au 
centre. Un programme expkrimental, prtparC en 
vue d’obtenir I’information qui fait dCfaut, a 
cependant ttk g l’Universit6 de Colorado et 
l’on esphe obtenir bient8t des r&hats 
permettant de rCpondre aux questions posCes 
plus haut. 

7. CONCLUSIONS 

Un Ctude thCorique et expkrimentale du 
transfert de masse et de chaleur en Ccoulement 
laminaire entre deux disques paraWes avec 
source au centre a montrC que les r&.ultats ex- 
pkrimentaux, pour un nombre de Taylor nul, 
sont en accord avec une solution de 1’Cquation 
de l’tnergie trouvCe en supposant que I’Ccoule- 
ment transversal est nbgligeable et que la forme 
du profil des vitesses radiales est indipendante 
de la distance radiale. 

La similitude des solutions, sous forme de 
sCries, des Cquations de Navier-Stokes pour des 
disques tournant g la m&me vitesse et pour des 
disques fixes, sugggbre que la solution analytique 
qui utilise le profil des vitesses radiales calcult 
pour le nombre de Taylor du systhme, devrait 
tgalement prCdire correctement le transfert de 
masse ou de chaleur dans le cas de deux disques 
tournant d la meme vitesse, dans le rCgime 
laminaire. 

Nous avons Ctabli une relation empirique 
pour l’tcoulement radial entre deux disques 
fixes dans le rCgime turbulent, ainsi qu’un critbre 
de transition inverse dans le cas d’un Ccoulement 
turbulent g I’entrCe. Des experiences supplB 
mentaires sont nCcessaires pour dCterminer le 
transfert de masse ou de chaleur dans le cas de 
disques tournant et d’un rbgime d’tcoulement 
turbulent, et pour 6tudier l’influence du nombre 
de Taylor sur la transition. 
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Abstract-The Navier-Stokes equations for laminar source flow between two co-rotating parallel 
disks were solved by series expansion. The dominant term for the radial velocity profile was then used 
to solve the energy equation and average Nusselt Numbers were evaluated numerically for several 
boundary conditions as a function of Reynolds, Prandtl, and Taylor Numbers. For zero rotational 
speeds the analytical solutions were found to be in excellent agreement with the results of experiments 
in the laminar flow regime, but an inverse transition phenomenon was observed to limit the laminar 
regime under certain conditions. In the turbulent flow region an emperical equation for the Nusselt 
Number at zero rotation was obtained from experimental data and a method for evaluating the average 

Nusselt Number in the mixed flow regime was developed. 

Zusammenfaasung-Die Navier-Stokes Gleichungen fiir laminare Quellstrijmung zwischen zwei 
gleichsinnig rotierenden parallelen Scheiben wurden durch Reihenentwicklung gelost. Der bestim- 
mende Ausdruck fiir das radiale Geschwindigkeitsprofil wurde zur Losung der Energiegleichung 
verwendet und mittlere Nusselt-Zahlen wurden numerisch ftir verschiedene Grenzbedingungen als 
Funktion der Reynolds-, Prandtl- und Taylorzahl bestimmt. Fur Rotationsgeschwindigkeit Null zeigten 
die analytischen Losungen ausgezeichnete Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Versuche im 
laminaren Stromungsbreich, doch wurde ein inverses Umschlagphanomen beobachtet das unter 
bestimmten Bedingungen die Laminarform begrenzt. Im turbulenten Stromungsbreich wurde aus 
Versuchswerten eine empirische Gleichung ftir die Nusselt-Zahl bei der Rotation Null erhalten und 
eine Methode zue Bestimmung der mittleren Nusselt-Zahl im Bereich der Mischstromung entwickelt. 

AEEOTBI~UI-C noMoqbH) paanoHtemrn B pfs~ pemermr ypaanenmr Hasbe CroWa fina rrahtnuap- 
rroro Teqennn MeWay ~BYM~ apamatomnrncn napannenbubrnin nucriamvr npn oceuonr nonnone 
NIAKOCTEI. ,I(JIR perveww ypaBHeKuH aHeprKEi ncnonbsoBancK ~Ow~Kpywwifi weH pa- 

HElaJIbHOrO IIpO~HJIFl CKOpOCTL~JI~HeCHOJlbKElXrpaHWiHbIXyCJlOBEIZI[ IlpOBeAeH WiCJIeHHbIti 

pacseT~aBHCMOCTIlCpe~HAX~Ha~eHH~KpHTepHRHyCceJIbTaOT~KCe~PetHO~b~Ca,~paH~TjIX 

II Tetjropa. Hatineno, 9~0 nnrr cnysaff nynesbtx yrnosbrx cnopocret ananurmrecmre pemeumr 
~peKpaCHOCOrJIaCyIOTCfiCpe8yJIb'TaTaMIi~KCJJepHMeHTOB II0 JIaMHHapHOMypeHGlMyTeseHHs, 

HOHa6jIH)~aJIOCb,~TOIIpIlO~pe~eHHbIxyC~OBK~X~B~eHKe~epexo~aorpaKK~K~aeT~a~KKap- 

HI& peXorM. B Typ6yJIeHTHOn o6nacTn TeWHnR n0 3KCnepHMeHTaJrbHhIM AaHHbrM nOJtyWH0 
aurmpmtecuoe ypamreriue gnn nprsrepun HyCCWIbTa npu nynenon spamenuu, U pa3pa60TaH 
M~T~A pacqera cpenuero arta~euun npurepua HyCCCnbTa Ann pemunra cMemannor0 Teqenun. 


