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Résumé—Les équations de Navier-Stokes pour un écoulement radial laminaire entre deux disques
parallélles tournant 3 la méme vitesse ont été résolues par un dévolppement en série. Le terme dominant
pour le profil de vitesse radiale a été employé alors pour résoudre I'équation de I’énergie et les nombres
de Nusselt moyens ont été calculés numériquement en fonction des nombres de Reynolds, de Prandtl
et de Taylor, pour plusieurs conditions aux limites. Pour une vitesse de rotation nulle, on a trouvé que
les solutions analytiques étaient en bon accord avec les résultats expérimentaux dans le régime
d’ecoulement laminaire, mais on a observé un phénomene de transition inverse quilimite le régime
laminaire sous certaines conditions. Dans la région d’écoulement turbulent, on a obtenu une équation
empirique pour le nombre de Nusselt sans rotation 4 partir des données expérimentales et ’on a
exposé une méthode pour évaluer le nombre de Nusselt moyen dans le régime d’écoulement mixte.

NOTATIONS
demi-distance entre les deux disques;
concentration;
chaleur spécifique du fluide a pression
constante;
diamétre des disques;
coefficient de diffusion de la vapeur dans
le cas du transfert de masse;
coefficient moyen de convection;
coefficient de convection en écoulement
turbulent;
coefficient de convection en écoulement
laminaire;
conductivité thermique du fluide;
coefficient de transfert de masse moyen;
débit massique de I’écoulement;
flux de chaleur global;
débit volumique de I’écoulement;
distance radiale;

1, F2, rayons d’entrée et de sortie;
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température;
température du disque;
température du fluide a I'entrée;
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composante radiale de la vitesse;
composante de la vitesse dans la direc-
tion ¢;

composante de la vitesse sur ’axe des z;
puissance totale dissipée dans I'appareil;
coordonnée radiale sans dimensions;
coordonnée axiale sans dimensions;
distance axiale du plan médian;
Vviscosité;

viscosité cinématique, v = u/p;

vitesse angulaire;

densité.

Quantité sans dimensions
o2, nombre de Taylor, a2 = wa?/v

Nu,

Pr,

Re,

Se,
Sh,

Pe,

nombre de Nusselt moyen, Nu = 2ka/k;
nombre de Prandtl, Pr = pcy/k;
nombre de Reynolds, Re = pQ/4mpua;
nombre de Schmidt, S¢ = u/pDy;
nombre de Sherwood moyen,

Sh = 2kca|D,;

nombre de Péclet, Pe = Re.Pr.

1. INTRODUCTION

L’ECOULEMENT entre deux disques paralléles
avec source au centre a été récemment étudié par
plusieurs auteurs [1-12]. L’étude théorique la
plus compléte de I’écoulement laminaire entre
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deux disques fixes est celle de Peube [1}, qui
a montré que le profil des vitesses est sensible-
ment parabolique, sauf pour des distances
radiales faibles. Moller [2], au cours d’une
étude expérimentale importante, a mesuré les
profils des vitesses et les distributions des
pressions dans des écoulements, aussi bien
laminaires que turbulents, entre deux disques
fixes. Dans le régime laminaire, ses résultats sont
en bon accord avec I'analyse de Peube, mais
Moller a remarqué que la géométrie de entrée
est importante; si le tube d’entrée n’est pas
raccordé a I'espace entre les deux disques par un
divergent arrondi et lisse, I’écoulement peut
décoller de la paroi et recoller plus loin. Ses
résultats confirment des observations antéri-
eures [13] montrant qu'un écoulement radial,
turbulent & Pentrée, peut subir une transition
inverse et devenir laminaire. Dans le régime
purement turbulent, les mesures de Molier
montrent que le profil des vitesses suit approxi-
mativement une loi de puissance en un septiéme,
mais ses mesures sont limitées & un domaine de
valeurs du nombre de Reynolds assez étroit et
présentent des écarts appréciables. Le phénoméne
de transition inverse entre des disques fixes a
¢té étudié plus en détail par Pauteur [14] et ses
résultats confirment un critére de transition
proposé par Peube et Cheng [8]. Hagiwara [6] a
étudié théoriquement la région d’entrée ol
s’établit le profil des vitesses parabolique a
partir d’une source uniforme, mais il n'y a pas
encore de résultats expérimentaux pour con-
firmer son analyse.

Rice [9] et Hasinger et Kehrt [10], ont étudié
expérimentalement [écoulement entre deux
disques paralléles tournant a la méme vitesse
avec une source au centre, dans le but de
déterminer les performances de pompes et
turbines sans ailettes inventées initialement par
Tesla [15], il y a plus de cinquante ans, mais qui
ont été¢ prises en considération seulement
récemment en relation avec certaines conditions
exigées pour les véhicules spatiaux [10]. Breiter
et Pohlhausen [11] ont étudié certains aspects
d’un écoulement laminaire idéal entre deux
disques tournant & la méme vitesse, avec une
source au centre; Kreith et Peube [12] ont
effectué une étude théorique plus compléte de ce
systéme.
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Contrairement au probléme de ’écoulement
entre deux disques avec source au centre qui a
donné lieu & de nombreux travaux, les probiémes
de transfert de masse et de chaleur dans un tel
systéme n’ont regu que peu d’attention, bien
qu’ils semblent devoir trouver beaucoup d’appli-
cations industrielles prometteuses, comme par
exemple, dans les usines de distillation de I'eau
de mer a grande échelle [16]. Les travaux déja
publiés sur ces problémes semblent se limiter
aux mesures de transfert de chaleur avec de
Peau par Thomas et Cobble [17], aux résultats
sur le transfert de masse de Kreith et al. [13], et 4
une €étude théorique préliminaire du transfert
de chaleur en écoulement laminaire [18]; il
semble qu’aucun travail, expérimental ou théo-
rique, sur le transfert de masse ou de chaleur en
écoulement laminaire entre deux disques tour-
nant & la méme vitesse avec une source au centre
n’ait été publié jusqu’a présent.

2. DISTRIBUTION DES VITESSES DANS UN
ECOULEMENT LAMINAIRE ENTRE DEUX
DISQUES PARALLELES FIXES OU TOURNANT
A LA MEME VITESSE AVEC SOURCE AU CENTRE

Pour déterminer la distribution des tempéra-
tures et le nombre de Nusselt, il faut d’abord
étudier les caractéristiques de I"écoulement. La
nature de P'écoulement et la distribution des
vitesses vont dépendre de maniére générale de
deux paramétres: un nombre de Reynolds
pQ/4mpa, et dans le cas de deux disques tournant
3 la méme vitesse, un nombre de Taylor palw/u,
ainsi que le montre analyse suivante.

Tenant compte de la symétrie du systéme, les
équations de Navier-Stokes pour un écoulement
incompressible, permanent, et sans dissipation,
s’écrivent en coordonnées cylindriques (Fig. 1):
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avec I’équation de continuité

2w
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;;_(r‘ﬁ) + 3; 7% = 0 @
Posons,
Vi = Q/4na® a? = wa?/v
u=i v =0V
p = p/eV3 z = aZfa
Ve = 4/(vw) Re = Viafv
w=wh
r = offa
Les équations précédentes, écrites sous forme

adimensionnelle, deviennent:
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Les conditions aux limites pour le systéme
considéré sont

ur, t o) =w(r, ta)=0 )
r § udz = 22 (10)
v(r, + ) =r (11

L’équation de continuité permet de définir
une fonction de courant ¢ telle que

1é 14
u=;~a—lﬁ et w=-—;_l/rl (12)
La solution peut alors s’écrire sous la forme
suivante:
= 1—;‘; {rzf_l(z) +rfo(2) + /@) + ...
fn( )
+ } (13)
v =rg-1(2) + go(2) +
glr@dr 80 L
p= R—z{rzh 2(2) + rh-1(z) + ho(2)
+hZ)Inr+...+ —”@ } (15)
fl( )

u=—~{rf @ + £ + 12

+...+Mf—)+...} (16)

Jo(2) f 2(2)
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tandis que les conditions aux limites deviennent

fl(ta) = f(xa) = f{(ta)
=...=fl+a)=...=0 (18)
f(2a) = fo(+a) = fa(+a)
= .. =flta)=...=0 (19)
g-1(ta) = (20)
go(ta) =gi(ta)=...=gn(ta)=...=0
2D
La condition de débit peut s’écrire
=, J udz = fi(a) — fi(—a) = 2aRe  (22)

En portant les relations ci-dessus dans les
équations de Navier-Stokes, et en identifiant les
termes de méme puissance en r, on obtient une
suite de systémes d’équations différentielles.

On montre en détail dans les références [1] et
[12] comment ces systémes peuvent €tre résolus
les uns aprés les autres. Les résultats les plus
importants de cette analyse sont résumés ici.

fa1=0, ga=1 ha=} (23)
fo=go=ha=fa=ga=m=0 (29

A1 — B
fi=5 5 Yshzcos z
A B
+ ~—i§~* chzsinz (25)
fi =Aichzcosz + Bishzsinz  (26)
fs = (A3 + Bs)chzcosz + (4s — Ba)shzsinz
A} + B}
~ o (ch 2z — cos 2z)
h 77 ’
+ ‘8‘[2f1 @ + £1(2)] 27

ol
A3 = 4Re a sh a sin a/(sh 2a — sin 2a)
By = — 4Re a ch a cos a/(sh 2a — sin 2a)

A"
Az ==L *[Shasma-—chacosa
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+2sh ch 2a — cos 2a
o oS & P — sin 2a

k #2
- cz_}"1 {a) sh a cos a/(sh 2& — sin 2a)

A2
B; = 10 [shasxna+cha005a
¢ch 2a — cos 2a
— 2chasina— h e — sin 20 2(1}

ho . . .
+ iafl {) ch a sin a/(sh 2a¢ — sin 2¢)
h = — 4Re a(ch 2a + cos 2a)/(sh 20 — sin 2a)

On peut donc écrire la vitesse radiale sous la
forme suivante:

el % (hasinach
U= 2Ysh 2a — sin 2a (shasinachzcosz

— ch acos ashzsinz) + 22X F(z,a) +. }
(28)

ou la fonction F(z, ), bien qu’assez compliquée,
peut étre obtenue sans difficulté en principe a
partir de P’équation (27). On peut remarquer
gu’en premiére approximation, le profil des
vitesses radiales est fonction seulement du
nombre de Taylor. Le produit ru reste indé-
pendant de r 4 un terme d’ordre 1/r? pres, terme
négligeable pour des disques trés rapprochés,
sauf prés du centre. En outre, ’écoulement
tranversal n’intervient que par des termes
d’ordre 1/r* et peut étre considéré comme
néglibeable sauf prés du centre.

Un cas particulier se présente lorsque o2 = 0,
c’est-a-dire lorsque les deux disques sont fixes.
On peut facilement vérifier que, dans ce cas,
I’équation (28) se réduit &

(RG] ()
_ (2)“’] {24 _as ﬂ 29)

en accord avec des résultats connus [1, 3, 4].
Les profils des vitesses radiales, correspondant
au premier terme de l'équation (28), sont
représentés sur la Fig. 2 sous forme adimen-
sionnelle, 4 savoir u(z)/umax en fonction de
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U/ Umax

0 0,5 I

Z/a
FiG. 2. Distribution adimensionnelle des vitesses radiales
pour différentes valeurs de a.

Z/a. On voit que pour « inferieur a 0,5 le profil
est pratiquement parabolique. Pour des valeurs
de « supérieures A , le calcul prédit un retour
de ’écoulement au voisinage du plan médian,
mais on ne sait pas si une telle situation peut se
présenter dans un systéme réel.

La distribution des vitesses et les propriétés
caractéristiques de la transition dans un écoule-
ment radial entre deux disques paralléles n’ont
été étudié expérimentalement que dans le cas de
disques fixes, c’est-3-dire pour « = 0. Moller [2]
a mesuré, dans ce cas, les profils des vitesses
pour plusieurs valeurs du nombre de Reynolds,
et a trouvé qu’ils étaient paraboliques, a la
précision de ses mesures, tant que ’écoulement
restait laminaire. Une étude des caractéristiques
de la transition [14] 2 montré que, si ’écoulement
est turbulent & ’entrée, il se produit une transi-
tion inverse qui rend I’écoulement laminaire a
une distance radiale critique 7, donnée par la
relation

" KRet (30)
a

Les mesures ont donné pour K des valeurs
comprises entre 0,85 et 1,15, soit légérement
supérieures 4 la valeur de 0,76 pour laquelle
I’étude théorique de Peube [1] montre qu’un
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point d’inflexion apparait dans le profil des
vitesses. Une étude récente [19, 20] des variations
qui se produisent dans I'intensité et le spectre de
la turbulence lorsque 1’écoulement dans un tube
ou dans une couche limite avec un gradient de
pression défavorable devient laminaire, montre
que le processus est en fait graduel, les tourbillons
correspondant aux fréquences les plus élevées
étant amortis plus rapidement. Bien que les
détails de ce mécanisme ne soient pas encore
complétement expliqués, le résultat le plus
important, du moins en ce qui concerne I'étude
théorique de la convection, est que les résultats
théoriques pour 1’écoulement laminaire cessent
d’étre applicables lorsque le rapport 7/a devient
inférieur & Re!. Pour l'instant, aucune mesure
précise n’a été faite dans le cas ou «2=0
lorsque 'écoulement, laminaire & I'entrée, doit
d’abord devenir turbulent (comme dans la
région d’entrée d’une conduite aplatie [2]) avant
d’effectuer une transition inverse. De méme, on
ne posséde aucun critére de transition dans le
cas de disques tournant, mais il est évident que
dans ce cas, le nombre de Taylor, comme le
nombre de Reynolds, entrera en jeu.

3. TRANSFERT DE MASSE ET DE CHALEUR PAR
CONVECTION DANS UN ECOULEMENT RADIAL
LAMINAIRE ENTRE DEUX DISQUES TOURNANT
A LA MEME VITESSE

L’équation de I’énergie pour un écoulement
permanent, incompressible, laminaire et non
dissipatif, s’écrit, dans le systéme de coordonnées
cylindriques représenté sur la Fig. 1:

o el o
Uor v o TV as
1 62T o2T

k [1o(.oT 1

= oen [r' o (’ af) trgget azz] @D

en supposant les propriétés physiques du fluide
constantes.

On obtient I’équation correspondant au
transfert de masse d’un composant A en rem-
plagant simplement la température T par la
concentration ¢, et la diffusivité thermique
(k/pcp) par le coefficient &, de diffusion
moléculaire du composant 4 dans le fluide
[22,23]. Dans un écoulement a symétrie de
révolution, les dérivées de quantités scalaires par
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rapport 3 ¢ sont nulles. L’analyse précédente
montre que, pour un profil des vitesses bien
établi, c’est-a-dire pour de grandes valeurs de
Fla, 'écoulement transversal perpendiculaire aux
disques est négligeable, soit w = 0. En outre,
Singh [24] a montré que la conduction dans la
direction de I'écoulement est négligeable vis &
vis de la conduction dans la direction perpen-
diculaire aux disques, si le nombre de Reynolds
est égal ou supérieur a 50/Pr dans le cas du
transfert de chaleur, et & 50/Sc dans le cas du
transfert de masse. Ainsi, sauf pour des nombres
de Prandtl ou de Schmidt trés petits, on a

|2 T/or2| < |2T)o22|
et
|52¢/072| < |0%¢/0z2|

L’écoulement transversal étant négligeable,
Péquation de continuité peut s’écrire:

f (2) = —f(f) (32)

u=

Q/4m12

ou la fonction f(Z), qui donne le profil des
vitesses raidales, vérifie

|
7 J f(Hdz =1
En portant I’équation (32) dans ’équation (31)
et en utilisant les hypothéses simplificatrices
présentées plus haut, on obtient ’équation

lE)T 2T

Re Prf(2);; FOF 022

(33)

ol
Re = pQfdmpa et Pr = peylk

L’équation (33) gouverne la distribution des
températures dans un écoulement radial a
symétrie de révolution entre deux disques
paralléles. L’équation correspondant au transfert
de masse est

1o0¢
o7

o2¢
Re Scf(2) - = 5
ou

Sc = p/pDy
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Pour déterminer le flux de transfert de chaleur
ou de masse, il faut résoudre les équations
précédentes avec le profil des vitesses et les
conditions initiales et aux limites convenables.

Si I’'on introduit les variables sans dimensions
suivantes:

x = (F2 - ®)[2Re Pra®, y = Zla
et

= (T - Tp)/(To - Tp)

ou T, est la température initiale a 7 = 7y, et
Tp est la température de référence du disque,
I’équation (33) devient

or aT

) 5= 5 (34)

avece
1
_Ilf(y)dy= 2

L’équation correspondante, pour le transfert
de masse, s’obtient facilement au moyen des
transformations conduisant a 1’équation (34).

Calcul du nombre de Nusselt moyen en écoulement
laminaire
Pour calculer la distribution des températures
et le flux de chaleur dans le cas de deux disques
tournant a4 la méme vitesse, on doit résoudre
Péquation (34) avec

JO) =

4a _
sh 2¢ — sin 2a [sh a sin o ch ay cos ay
— ch a cos a sh ay sin ay].

Si la température du fluide & l'entrée est
uniforme, la solution doit vérifier la condition
initiale:

70,y) = 1.

En outre, si le disque inférieur est 3 une
température uniforme donnée 7p, on a la
condition aux limites

T(x, — 1) = 0.

En ce qui concerne le disque supérieur, deux
conditions aux limites, les plus importantes du
point de vue pratique, sont a envisager:

(@ T(x,1) =0 les deux disques sont a la

méme température 7.
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(b) (@T/dy)(x, 1) = 0 le disque supérieur est
thermiquement isolé.

Dans les deux cas, nous voulons calculer le
nombre de Nusselt moyen défini par

_— 2ah
Nu(xs) = —Z
1 {'rer oT
ij‘{ay y=-1 &y y=+1}dx (33)

0

Le coefficient de transfert de chaleur moyen
h est aussi donné par

b ::—————————g*:r—-ﬁz:’
2 PNTy — To)
k 1 +1
k1 Uf(y)T(xz, ) dy — 2].

2axs
—1

Si / est connu, on peut calculer directement le
flux de chaleur entre le fluide et les disques &
partir des données du systéme. Les solutions de
Péquation (34) ont été obtenues, pour différentes
valeurs du nombre de Taylor o2 comprises entre
0 et #2, en introduisant un opérateur intégral
qui posséde des fonctions propres orthogonales
et normalisables & la condition que f{y) nesoit
pas negatif dans I'intervalle |y| <C 1. Le nombre
de Nusselt s’exprime alors directement en
fonction de la solution, sous forme de série, de
I'équation (34).

La méthode de séparation des variables donne
des solutions de I’équation (34) sous la forme

T = Y(y) X(x) (36)
avec
X = const, exp [—x/u] 37
et
1
Y= — ;f(y) Y(y) (38)

OU u est une constante.
Les conditions aux limites pour y = + 1 se
traduisent par

Y(-D =0
Y(+1) = 0 dans Ie cas (a)
ou Y'(+1) = 0 dans le cas (b)

2n

En intégrant formellement I’équation (38), et
en tenant compte des conditions aux limites
ci-dessus, on obtient

Yy) = ,

- 5{] If(y”) YOy dy + 50 + 1)}

1

ot
v v

A=~ [ §f0O" Y(y")dy" dy dans le cas (a)
-11

A = 0 dans le cas (b).

Soit L 'opérateur intégral défini par
L) =
¥

¥
A
- j jfcy")qcv") drdy — o+ D (9
-1 1
etdretpr, k = 1,2,3 ..., ses fonctions propres
¢t valeurs propres. On a
Ligr) = pxdx (40)
et
d2L(¢x)
dy?

L’intégration par parties de

TFO0)810)

=md () = ~ [P (»)

montre, en raison de la symétrie de
+ 1 , ,
J 10 ¢5(») dy
-1

enjetk, que l'on a:
. 1
1
(-2} w0800 00 =0
N
-1
Ce qui montre que ¢;(¥) et $x(y) sont orthogo-
nales par rapport 4 la fonction de poids f(y) et
sont donc aussi normalisables.
Si nous définissons le produit intérieur, relatif

4 lopérateur intégral considéré, et pour les
fonctions définies sur |y]| < 1, par

(h9) = TSOIH)0) &y
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toute fonction peut alors étre représentée par
une série de Fourier généralisée:

h(y)

On peut donc, en tenant compte de la con-
dition initiale, écrire la solution de I’équation
(34) sous la forme suivante:

= S p0a0»)

o0
T(x, y) = Zl(l, br)br(y) exp [—x/pi] (41)
Le probléme se raméne ainsi a trouver les
fonctions propres ¢, les valeurs propres px et
les coefficients de Fourier généralisés (1, ¢x).
Les calculs ont été faits par le Docteur G. J.
Culler de PUniversité de Californie a St.
Barbara, suivant la méthode dite de puissance.
Le nombre de Nusselt s’obtient alors de la
maniére suivante. Des équations (40) et (41) on
déduit
Odr

10
b = oy LR

(42)

et

3T
z (1,40 S expl=xll ()
k=1
Mais, d’aprés I’équation (39)

1
k

d A
SIS FOT YO LT D
ce qui entraine ’
1
odr 1 Ak
I EOTOL
et
| _ _ A
&y ly1 ™ " 2wk 40

Utilisant les équations (43), (45) et (46),
I’équation (35) donne

FRANK KREITH

Mais, puisque,

TS0 dy = 1, 80

on obtient

1N
Na = . Z (1, $x)2(1 — exp [—x2/pl)

k=1

De plus, puisqu’on peut écrire

S0 40) = 1

on en déduit

§701ay = S0 § f0) )y
= S0, 4

D’ou lexpression finale du nombre de
Nusselt moyen

Niey = 12 = £ (1, $uP exp (~xafun)) (49)

Le tableau 1 donne les valeurs propres et les
coefficients correspondants pour les trois
premiers termes des séries ci-dessus, pour des
valeurs de a2 comprises entre 0 et #2, et pour les
conditions aux limites correspondant aux cas
(a) et (b).

Afin d’établir la précision de la méthode de
calcul, le nombre de termes A prendre, et
I’exactitude de tous les sous-programmes utilisés,
les calculs ont été d’abord effectués dans le cas
artificiel d’un profil des vitesses uniforme,
C’est-a-dire avec f(y) = 1. Dans ce cas, il est
possible de calculer les séries analytiquement,
par une décomposition en série de Fourier. On
obtient, dans le cas (a),

I
y

mes (S onfdl,.

0 k=1

y=

k=1

~a s
1 o =+ Z3 ex
~ LS e [ 10180 @y [

~1 0

]} exp [—x/pus] dx

1

Pl 47)
Bk
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Tableau 1. Valeurs propres et coefficients de Fourier generalisés pour le calcul du nombre de Nusselt moyen dans un
écoulement laminaire entre deux disques paralléles tournant a la méme vitesse et avec source au centre

Cas(@ T, 1)=Tx, -1)=0

a=0 a=1 a=2 a
k
, ¢z Ag a, ¢x) Ax (A, ¢x) Ax a, ¢ Ax
1 1,3493 1,3730 1,3468 1,3829 1,3232 1,5205 1,3165 1,9136
2 0 0 0 0
3 0,3260 4,6 0,3320 4,6180 0,3831 4,5990 0,3887 5,3831
4 0 0 0 0
5 0,1748 7,8940 0,1782 7,8696 0,2071 7,7195 0,2170 8,8679
Cas(b) T(x,1) = aT(x, -1D=0
3y
a=0 a =2 a
k
Q, ¢x) Ax {, ¢ Ag a, ¢x) Ak a, ¢x) A
1 1,3383 0,77949 1,33519 0,78015 1,29546 0,78481 1,20078 0,77491
2 0,3478 2,4285 0,3596 2,4185 0,4450 2,3430 0,6572 2,3994
3 0,1901 4,0670 0,1939 4,0511 0,2241 3,9629 0,1394 4,4581
4 0,1307 5,6814 0,1533 5,5550 0,2265 5,8904
5 0,0973 7,3107 0,1135 7,1526 0,0710 7,9809
— 1
Nu = o {2 - Z (1, ¢x)? exp [—/\kle}
2
© Les résultats analytiques sont représentés
— 1 16 1 . . .
Nu=542—_, BT TR graphiquement sur les Fig. 3 et 4 qui donnent le
X ™ < @n+ 1) nombre de Nusselt moyen en fonction de la

exp [— (2—"%’—1—)2772::2]} (49)

et dans le cas (b),

— 1 16 N 1
M=% D Gy
n=0
—_ 2
exp [———(2;'; D wzxg]} (50)

On a trouvé que la solution fournie par la
calculatrice était en accord avec la série de
Fourier avec une précision de cinq chiffres
significatifs et que trois termes suffisaient pour
calculer Nu avec une erreur inférieure 3 deux
pour cent, ceci pour tout le domaine de valeurs
de x2 intéressant en pratique.

variable sans dimensions [RePra?/(F: — F2)],
respectivement dans les cas (a) et (b).

Dans le cas (a), et pour a = 0, les valeurs
propres sont en accord avec celles données dans
les références [25-27] ou 1’équation (35) a été
résolue pour un profil de vitesses parabolique,
un tel profil étant le cas limite du profil des
vitesses donné par I’équation (28) lorsque o2
tend vers zéro.

L’application & d’autres conditions aux limites
est aussi possible, dans ce cas, grice au principe
de superposition discuté dans la référence [28].

4. NOMBRES DE NUSSELT ET DE SHERWOOD

MOYENS DANS UN ECOULEMENT RADIAL
TURBULENT ENTRE DEUX DISQUES FIXES
Comme nous l'avons déja indiqué, a des

distances radiales inférieures 4 la distance
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FiG. 3. Nu en fonction de Re Pr a?/(Fs® — F1%) dans le cas
(a) et pour différentes valeurs de o.

critique 7, donnée par (30), Pécoulement peut
étre turbulent et les expressions du nombre de
Nusselt trouvées au chapitre précédent cessent
alors d’étre applicables. Pour prédire le nombre
de Nusselt en écoulement turbulent, il faut
adopter une approche semi-empirique reliée a
des expériences.

On ne dispose pas pour l'instant de données
expérimentales concernant le transfert de chaleur
par convection dans un écoulement de source
entre deux disques tournant, mais les résultats
sur le transfert de masse présentés dans la
référence [13] peuvent servir, grice & I'analogie
entre transfert de masse et transfert de chaleur,
4 obtenir une expression empirique pour le
nombre de Nusselt moyen dans le cas d’un
écoulement turbulent bien établi entre deux
disques fixes.

Au départ les résultats originaux des références
{13] et [31] ont ét¢€ analysés en ne retenant que
les points obtenus dans des conditions telles que

FRANK KREITH

==

| ~==== a=0

Re Pr a?f ( Al

FiG. 4, Nu en fonction de Re Pr a?/(722 — 7<% dans le cas
(b) et pour différentes valeurs de o.

Fa/a < Ret, avec les deux disques fixes. Une
analyse dimensionnelle montre que les para-
métres sans dimensions appropriés sont les
suivants: kc2a/Dy, pQfdnap, affs et p/pZy. Mais,
puisque le nombre de Schmidt u/p?, était
constant et égal 4 2,4 dans toutes les expériences,
son influence n’a pu étre déterminée dans cette
étude corrélative.

On a tout d’abord établi la relation entre le
nombre de Sherwood moyen (Sk = k:2a/2,) et
le nombre de Reynolds (Re = pQfdmaun) en
portant sur un diagramme Sk en fonction de
Re pour des valeurs constantes de a/fe. La
Fig. 5 montre qu’il existe une relation de la
forme

Sh = c1Re®8

pour toutes les valeurs de aff2 considérées.

Puis on a établi la relation entre S et a/fz2 en
portant 3 nouveau les résultats de la Fig. 5 sur
un autre diagramme, pour des valeurs constantes

(5D
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Dans ces expériences, la surface d’un seul
| [ ofrz D,em L 1 disque était recouverte de naphtaléne; c’est
- % 0003t 203 .,-/ T ’analogue, pour le transfert de chaleur, du cas

3 g ’ A - 7 .
Heoolso o2 . /x olt une surfa,ce est 4 une température uniforme
| 70270 102 2 donnée et Pautre surface est isolée (cas b).
T A . Cependant, étant donné qu’en écoulement
7 oA |
L]
I§ 1o y< )
----- L T T
- 4 - 5 I :
} ] i / . x“"i [ . . )
1 ! L
T T ZeE oo = . A/
‘ J A x Re=1,0X 10 / 4
‘ 5 A o Re =3,0X10° Ve
‘ : ‘ f a Re =5,0X 10° / ‘ V
|
| L | /- /
i 10 102 P / y
| i I x
— re . 1§ 1o —17— y A R
FiG. 5. Sh en fonction de Re. Loy /5 /
I ! AL/ - ;4‘44
LA // o
de Re. La Fig. 6 montre qu’il existe une relation 3 7
de la forme j / —
Sh = ca(afFz)1:8 (52) e L
! 1
Il est donc possible de corréler tous les i
résultats par la formule 1 |
{ I
Sh = c3[2Re(ali?)03 CONNE |
2
ou ¢z = 1,3, comme le montre la Fig. 7. FIG. 6. Sh en fonction de (a/Fs).
40 EREREE Dl
30 I‘ — 1 %
o/r,  D,cm M
20 X 0,0057 20,3 .
© 00,0130 20,3
15 00,0130 10,2 +
40,0265 20,3 4
v 0,0270 10,2 .
o 10 ©0,0400 10,2 % St
S T
R 8
n 7 =_ 02,08
|1& 6 - S$h=1,30 (2Fe =) —
> Transiti yd d (Sc=2,4) o
ion C=c,
a rons+| (] '
3 }/' Theorie lominaire . i
d vitesse uniforme !
A LT
ol — NN |
7 1= Théorie lominagire [
/;/ a vitesse parabolique :
L~ L ’ ’ |
\ L ‘ ‘ L !
2,0 30 40 5 6 78910 20 30 40 50 607080 '
2Re _o2 o _ P97

7r2-r2 r2—y2
72T 2wp (r2-r2)

FiG. 7. Sk en fonction de 2Re a/(F:2 — ri?).



276

turbulent la résistance principale est localisée
dans une couche de fluide prés de la paroi tant
que le nombre de Prandtl ou de Schmidt n’est
pas trop petit [21], 'influence de l'autre con-
dition aux limites sur la densité de flux de chaleur
ou de masse & la paroi est trés faible. Par consé-
quent, la relation empirique pour le transfert
de masse avec les deux parois & un méme po-
tentiel uniforme peut s’écrire:

Sh = 2,6 [2Re(a[F2)?]%8

A Paide de I'analogie entre transfert de masse
et transfert de chaleur en écoulement turbulent
[23], le nombre de Nusselt moyen dans un
systéme ol les deux parois sont a une tempéra-
ture uniforme peut donc s’écrire approximative-
ment

Nuz = 1,28 [2Re Pr a?/F2]08/(Pro47). (54)

L’équation (54) permet aussi d’évaluer le
nombre de Nusselt moyen dans le cas d’'un
régime d’écoulement mixte ou I'écoulement est
turbulent pour 7 < r. et laminaire entre 7. et
2. Si Pon suppose /1 < F. et que la transition
inverse se produise entiérement a 7 = 7, le
nombre de Nusselt moyen est alors donné par

Nu = [(72 — F®)Nuy + (72 — FONw)/(F2 — 7}
(55

ou Nu; est le nombre de Nusselt moyen en

Y

écoulement turbulent et peut étre calculé a

FRANK KREITH

partir de (54) en faisant 72 = F¢ et ol Nuy; est le
nombre de Nusselt moyen en écoulement lamin-
aire et peut étre évalué a 'aide de la Fig. 3 en
faisant 71 = 7.

En réalité, il est probable que la transition se
produit de maniére graduelle et que la disparition
compléte de la turbulence demande, pour se
faire, une certaine distance non nulle. Il faut
noter cependant que, alors qu’en écoulement
purement laminaire ou purement turbulent seul
le rapport (72 — F¥)/a? est important, dans le
régime d’écoulement mixte le nombre de Nusselt
moyen peut varier aussi avec I’écartement des
deux disques.

5. VERIFICATION EXPERIMENTALE DE LA
SOLUTION ANALYTIQUE POUR UN NOMBRE
DE TAYLOR NUL

On a vérifié expérimentalement la solution
analytique valable dans le cas d’'un écoulement
laminaire entre deux disques fixes 4 la méme
température (cas a), (¢ = 0) au moyen de
lappareil représenté schématiquement sur la
Fig. 8. L’air comprimé aprés son passage dans
un détendeur, puis dans un rotamétre permettant
de mesurer le débit, arrive par 'intermédiaire
d’une vanne dans le tube d’entrée et dans une
chambre de tranquillisation, directement au-
dessus de I'appareil. On mesure la température
de l'air au moyen d’un thermocouple placé a
Pextrémité du tube d’entrée. L’air pénétre alors

-
Valve |

|

Rotamétre V

Monométre %

Air comprime »—i—w——J

Résistances

Tube d’entrée d’oir

[/

Mesure de la température
de lair entrant
thermocouple

ﬁ*chauffonfes
Valve \ e i __Isolant
Y A 1 atons de
‘ - T I'écartement
‘ Disque
\ = ) cuivre
B G

Appareil expérimenta!

FiG. 8. Schéma du dispositif expérimental.
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dans 'espace séparant les deux disques a travers
une section arrondie raccordant le tube d’entrée
au disque supérieur,

L’appareil est constitué de deux disques de
cuivre de 2 cm d’épaisseur et 45 cm de diamétre.
Les faces des disques en contact avec I'air ont
été usinées de maniére 2 les rendre parfaitement
planes et lisses. Une spirale chauffante en
thermocoax, d’une résistance électrique totale
de 5 Q a la température ambiante, est placée sur
la face externe de chaque disque et maintenue
pressée contre cette face au moyen d’une plaque
supplémentaire en aluminium. Pour réduire les
fuites thermiques vers P’extérieur, ’ensemble est
recouvert d’un isolant en mousse plastique de
4 cm d’épaisseur.

Un rhéostat permet de faire varier la tension
appliquée au fils chauffants de thermocoax de
02 100 V, et par 1a de contréler la température
des disques. L’intensité et la tension du courant
sont mesurées indépendamment I'une de 'autre,

La température de la face de chaque disque
en contact avec I’air est mesurée en cing points
au moyen de thermocouples cuivre-constantan.
Chaque thermocouple est appliqué au fond d’un
trou ouvert sur la face extérieure du disque, a
environ 0,3 cm de la surface intérieure. Etant
donnée la grand conductivité thermique du
cuivre, on peut négliger la différence de tempéra-
ture entre I'emplacement des thermocouples et
la surface intérieure du disque. Les disques de
cuivre ont ¢été aussi choisis suffisamment épais
pour que la conduction dans la masse du disque
produise une température pratiquement uni-
forme sur toute la surface, en accord avec la
condition aux limites utilisée dans I’étude
théorique.

L’écartement des disques peut étre réglé a
différentes valeurs au moyen de 3 petites cales.
Ces cales sont placées au-dela du rayon ex-
térieur des disques dans des ‘“‘oreilles” prévues
spécialement et usinées avec la surface du disque.
Le fait que ces cales soient placées a ’extérieur
des disques permet d’éviter une interaction
génante avec I’écoulement radial entre les
disques, 12 ou I'air s’échauffe.

Le rotamétre, la sonde de pression et les
thermocouples sont étalonnés avant de com-
mencer les expériences. On a évalué ’erreur sur
le débit & +49;, et I'erreur sur la température a
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+1 degC. Une analyse de la précision des
résultats expérimentaux, faite en considérant des
intervalles d’incertitude basés sur des chances de
20 contre 1 [28], montre que la précision sur les
valeurs expérimentales du nombre de Nusselt
Nu ou du coefficient de transfert de chaleur
moyen est de + 159, alors que la précision sur
les valeurs du parameétre Re Pr a2/(73 — F?) est
de +59%, dans le cas de la méthode de mesure
décrite plus loin. Cette précision limitée est en
grande partie due & la difficulté d’obtenir un
état d’équilibre. La grande capacité thermique
des disques de cuivre rend la constante de
temps du systéme trés importante, et pour
certains points expérimentaux la période
transitoire a duré 10 h. Comme, au cours de ce
temps, la température et la pression d’alimenta-
tion de I’air varient, il en résulte une incertitude
des mesures assez grande comme le montrent les
résultats ci-dessus,

Pour la détermination expérimentale du
nombre de Nusselt défini par I’équation (37),
nous avons utilisé la procédure suivante.

Les deux disques sont tout d’abord placés ’'un
contre 'autre, I’écartement étant donc nul. Dans
ces conditions, c’est-a-dire en ’absence d’écoule-
ment, toutes les pertes de chaleur sont dues a
la convection libre et au rayonnement, dans le
milieu ambiant, de la surface externe de I'isolant
placé sur les disques. Ces pertes sont inévitables
et existent aussi lors des expériences avec
écoulement radial. Quantitativement, elles ne
dépendent que de la différence de température
entre les disques et I'air extérieur ambiant. Le
systéme étant dans ces conditions, on fait passer
un courant dans la résistance de chaque disque
et I'on mesure la puissance dissipée, c’est-a-dire
Yintensité et la tension du courant, pour chaque
disque séparément. Lorsque la température des
disques, donnée par les cing thermocouples de
chaque disque, atteint une valeur d’équilibre, on
mesure les pertes de chaleur vers I'extérieur et la
différence de température entre les disques et
Pair. On refait la méme opération pour des
valeurs croisantes de la puissance dissipée, et
I’on obtient ainsi la correction sur les pertes de
chaleur.

Pour les expériences proprement dites, avec
écoulement, on maintient constantes pendant la
durée des mesures les valeurs, choisies 4 ’avance,
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de 'écartement des disques, du débit et de la
puissance dissipée. On observe 1’évolution dans
le temps de la température des disques et de celle
de l'air entrant; lorsque I’état d’équilibre est
atteint, on note la température des disques pour
la puissance totale dissipée| considérée. Le
coefficient moyen de transfert de chaleur se
calcule alors au moyen de ’équation

_ Ototal — Opertes
2a(7y — FNTp — To)
Les résultats de ces expériences sont présentés

en détail dans la référence [30] et sur la Fig. 9 qui

donne le nombre de Nusselt moyen en fonction
du parameétre sans dimensions

Re Pra?/(F2 — 7%).

La solution analytique dans le cas (b), c’est-a-
dire lorsqu’une surface est 4 un potentiel
uniforme et 'autre isolée, a été vérifiée par des
expériences de transfert de masse. L’appareil
utilisé pour ces expériences, ainsi que la tech-
nique des mesures, sont décrits en détail dans
les références [22] et [13]. Un seul changement
fut introduit afin d’éliminer Pinfiuence de la
région d’entrée dont on ne tient pas compte dans
la solution analytique, cette derniére supposant
des profils de vitesses semblables pour 7 compris
entre 71 et Fo. Afin de supprimer tout transfert

he

(36)
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de masse dans la région d’entrée, la couche de
naphtaléne, dont un des disques est recouvert,
a été peinte avec une laque imperméable au
transfert de masse, sur une région circulaire
s’étendant du centre jusqu’a une distance radiale
de 3,8cm. Le diameétre des disques étant de
20,3 cm, les dimensions de la surface active sont
71 =3,8cmetrs = 10,15 cm.

Les résultats de ces expériences, effectuées
pour des valeurs de [P’écartement des deux
disques de 0,13 cm et 0,32 cm, sont comparés
avec la solution analytique de (34) sur la Fig. 10.
On a également représenté sur cette figure la
relation semi-empirique valable pour la région
turbulente avec un nombre de Schmidt de 2,4 qui,
pour la géométrie considérée, donne

—_— a2 \0.8
Sh = 0,565(2Re Sc _%——) (57)

72— 7}
On trouve que la transition apparait dans le
systéme lorsque la valeur du paramétre

2Re Sc a®/(F — 72

dépasse environ 1,4, ce qui correspond a une
valeur de K, dans I’équation (30), d’environ 0,8.
L’écoulement est entierement turbulent quand
2Re Sc a?/(F2 — %) atteint environ 7, ce qui
correspond approximativement a une valeur de
K égale a 1,2. Le tube d’entrée étant trés petit,

20 T w ‘ T I
10 p-——t————F——-—r——-—+———- Thgorie lamingire— -
! : {(vitesse uniforme)
5 1o 2a =0,5lcm, air __L,, T[ ,A _
|2 20 =1,0lcm, air I <
o 2¢ =1,51em, air J X !
x Donnée de réf.[7], eau i Théorie lominaire
2 — — (vitesse parabolique)
12
e o
| /x/?{o
. P
0,5} M =‘[ 4Re Pr —;22_72__:_)(
| Y
; 7
0,2 f
o o/ i | J
0,00 002 0,05 o, 0,2 0,5 2 5 10
o2
RePr w33,

Fi1G. 9. Résultats expérimentaux dans le cas (a) et pour a = 0.
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Fic. 10. Résultats expérimentaux dans le cas (b) et pour a = 0.

I’écoulement arrive turbulent et le critére de
transition suggéré dans la référence [14] devrait
étre applicable.

6. DISCUSSION DES RESULTATS

L’étude théorique, présentée au Paragraphe 3,
du transfert de masse et de chaleur par convec-
tion dans un écoulement laminaire entre deux
disques paralléles tournant & la méme vitesse
avec une source au centre montre que les
nombres moyens de Nusselt et de Sherwood
dépendent de deux parametres: un nombre de
Taylor o2 = wa?/v et un nombre de Péclet
modifié Re Pra?/(F2 — 7%) ou Re Sc a?/(F% — F2).
Les calculs ont été faits pour des nombres de
Taylor compris entre 0 et =2, c’est-d-dire dans
le domaine de valeurs de a2 ol le calcul prédit
Pabsence d’écoulement de retour. Les résultats
présentés sur les Figs. 3 et 4 montrent que les
coefficients de transfert de masse et de chaleur
augmentent avec le nombre de Taylor, mais
qu’ils deviennent indépendants du profil des
vitesses lorsque 'Re Pr a?/(F2 — 7?) devient in-
férieur a 0,2, L’analyse est basée sur un dé-
veloppement en série de la solution, valable
pour de grandes valeurs de r, mais seul le premier
terme de la série est utilisé. Ce terme donne le
profil des vitesses radiales et il montre que la

HM.~-T

forme de ce profil ne dépend pas de la distance
radiale. Les termes d’ordre supérieur corre-
spondent & une modification de la forme de ce
profil avec r, mais les corrections, dans le cas
de disques trés rapprochés, ne sont appréciables
qu’a de trés petites distances radiales. Pour des
nombres de Taylor inférieurs & environ 0,25, la
distribution des vitesses radiales est pratique-
ment parabolique et I'on peut alors utiliser les
résultats d’études précédentes pour comparer les
valeurs propres et les coefficients qui entrent
dans le calcul des nombres moyens de Nusselt et
de Sherwood.

Deux conditions aux limites présentant un
intérét pratique ont été prises en considération:
dans le cas (a), les deux surfaces sont 4 un
potentiel uniforme et, dans le cas (b), une surface
est 4 un potentie] uniforme et ’autre isolée.

Des expériences ont été effectuées pour
a2 =0, afin de vérifier I’analyse. Dans les
expériences de transfert de chaleur, dans le cas
(a), ’écoulement a P'entrée est complétement
laminaire et, par conséquent, une partie de la
veine d’essai comprend la région ou le profil des
vitesses s’établit. Une étude approchée par
Hagiwara [6] montre que le profil des vitesses,
dans un écoulement laminaire entre deux disques
fixes, s’approche de la forme parabolique
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a + 2% a une distance radiale 7y donnée par

:_—1; = 1 + (@ Re}/8r)

L’écoulement A l'entrée semble avoir peu
d’influence sur le nombre de Nusselt moyen,
comme le montre la Fig. 9 ol les résultats
expérimentaux sont comparés a I’analyse. On
voit sur cette figure que les mesures sont en
accord avec la théorie, a la précision prés des
mesures, pour les valeurs de Re a?/(7§ — 7})
comprises entre 0,02 et 1,5. Pour des valeurs
supérieures, I’écoulement & Pentrée devient
turbulent car le nombre de Reynolds dans le
tube d’arrivée d’air dépasse alors 2300;
I’écoulement reste alors turbulent dans tout
I’espace entre les deux disques puisque F/a est
partout inférieur 3 Ret [14].

Dans le cas (b), une vérification expérimentale
a été obtenue par des mesures de transfert de
masse. Le tube d’arrivée de Iair étant trés petit,
I'écoulement & I’entrée était turbulent ce qui a
permis de vérifier le critére de transition proposé
par l'auteur dans la référence [14]. De plus,
Pinfluence de la région d’entrée a pu Etre
éliminée trés facilement, comme cela a été
décrit plus haut. La Fig. 10 montre les résultats
expérimentaux et 'on observe a nouveau un
bon accord entre la théorie et 'expérience dans le
régime laminaire.

Dans le régime d’écoulement mixte, les valeurs
mesurées du nombre de Sherwood moyen sont
supérieures aux valeurs théoriques, comme on
s’y attend. Quand le rayon de transition est
égal ou supérieur au rayon extérieur du disque,
I’écoulement est entiérement turbulent et les
valeurs mesurées de Sk sont en bon accord avec
la relation empirique développée au Paragraphe
4,

Dans la seule autre étude expérimentale des
phénoménes de transfert en écoulement radial
entre deux disques paralléles [17], les auteurs
comparent leurs résultats avec une analyse
basée sur 'hypothése d’un écoulement laminaire
et d’un profil des vitesses uniforme (49). IlIn’y a
accord entre les deux qu'a + 609, mais puisque
la dispersion des points expérimentaux atteint
+ 509, on pourrait se croire en droit, 4 premiére
vue, d’attribuer Dlécart entre la théorie et
I'expérience aux erreurs expérimentales. Cepen-
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dant, méme l'accord relatif qui existe entre
I'analyse et les résultats expérimentaux de la
référence [17] est en fait dii 4 une circonstance
fortuite.

Dans la référence [17], les valeurs du para-
métre (pQ/4mua)(a?/f2) sont comprises entre
0,024 et 2,4 quand 7 est le rayon d’entrée, et
entre 0,6 et 60,0 quand 7 est le rayon extérieur.
En conséquence du critére de transition donné
par 'équation (30), il apparait que dans la
plupart des cas, les conditions sont celles d’un
régime d’écoulement mixte. Pour les plus
grandes valeurs du débit, I’écoulement est en
fait entiérement turbulent.

L’accord apparent entre la théorie et ’expéri-
ence de la référence [17] provient de la compensa-
tion de deux erreurs. Dans le régime laminaire,
le profil des vitesses est presque parabolique et,
comme cela a été prouvé dans cette étude, la
théorie prévoit des nombres de Nusselt plus
petits pour un profil des vitesses parabolique que
pour un profil uniforme. La Fig. 9 montre que
la differénce augmente lorsque le nombre de
Péclet augmente. Pour des écoulements tur-
bulents ou mixtes, le nombre de Nusselt réel
est naturellement plus grand qu’en €coulement
laminaire au méme nombre de Péclet. Ainsi, en
supposant que I’écoulement est laminaire, mais
en utilisant dans la théorie un profil des vitesses
erroné qui rend le nombre de Nusselt artificielle-
ment grand, on arrive, dans la référence {17], a
un accord relatif apparent entre des valeurs
mesurées du nombre de Nusselt dans un écoule-
ment de transition ou turbulent, et des valeurs
calculées pour un écoulement laminaire.

On a converti les résultats de la référence {17]
i laide des paramétres utilisés ici, et les points
ainsi obtenus qui correspondent au régime
laminaire ont été portés sur la Fig. 9. Ils sont
en accord avec I’étude théorique faite ici. Mal-
heureusement, les renseignments donnés dans la
référence [17] ne permettent pas de calculer le
nombre de Prandtl du fluide et de comparer les
résultats avec ceux des équations (54) et (55)
pour les régimes turbulents et mixtes.

Bien que les résultats théoriques n’aient €té
vérifiés par Iexpérience que pour o2 =0, la
similitude de la méthode de calcul pour toutes
les valeurs du nombre de Taylor, du moins
jusqu’a o2 = =2, suggére qu’un accord semblable
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entre la théorie et 'expérience doit exister tant
que I'écoulement reste laminaire. Malheureuse-
ment, il n’existe pas en ce moment de résultats
expérimentaux indiquant. les domaines de
valeurs de Re et a? ou I’écoulement entre deux
disques tournant a la méme vitesse reste lamin-
aire. Il n’y a pas non plus de résultats théoriques
ou expérimentaux permettant de calculer le
nombre de Nusselt en écoulement turbulent
entre deux disques tournant, avec source au
centre. Un programme expérimental, préparé en
vue d’obtenir 'information qui fait défaut, a
cependant été a 1'Université de Colorado et
I'on espére obtenir bientdt des résultats
permettant de répondre aux questions posées
plus haut.

7. CONCLUSIONS

Un étude théorique et expérimentale du
transfert de masse et de chaleur en écoulement
laminaire entre deux disques paralléles avec
source au centre a montré que les résultats ex-
périmentaux, pour un nombre de Taylor nul,
sont en accord avec une solution de 1’équation
de I’énergie trouvée en supposant que I’écoule-
ment transversal est négligeable et que la forme
du profil des vitesses radiales est indépendante
de la distance radiale.

La similitude des solutions, sous forme de
séries, des équations de Navier—Stokes pour des
disques tournant a la méme vitesse et pour des
disques fixes, suggére que la solution analytique
qui utilise le profil des vitesses radiales calculé
pour le nombre de Taylor du systéme, devrait
également prédire correctement le transfert de
masse ou de chaleur dans le cas de deux disques
tournant 4 la méme vitesse, dans le régime
laminaire.

Nous avons établi une relation empirique
pour I’écoulement radial entre deux disques
fixes dans le régime turbulent, ainsi qu’un critére
de transition inverse dans le cas d’un écoulement
turbulent & I'entrée. Des expériences supplé-
mentaires sont nécessaires pour déterminer le
transfert de masse ou de chaleur dans le cas de
disques tournant et d’un régime d’écoulement
turbulent, et pour étudier I'influence du nombre
de Taylor sur la transition.
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Abstract—The Navier-Stokes equations for laminar source flow between two co-rotating parallel
disks were solved by series expansion. The dominant term for the radial velocity profile was then used
to solve the energy equation and average Nusselt Numbers were evaluated numerically for several
boundary conditions as a function of Reynolds, Prandtl, and Taylor Numbers. For zero rotational
speeds the analytical solutions were found to be in excellent agreement with the results of experiments
in the laminar flow regime, but an inverse transition phenomenon was observed to limit the laminar
regime under certain conditions. In the turbulent flow region an emperical equation for the Nusselt
Number at zero rotation was obtained from experimental data and a method for evaluating the average
Nusselt Number in the mixed flow regime was developed.

Zusammenfassung—Die Navier-Stokes Gleichungen fiir laminare Quellstromung zwischen zwei
gleichsinnig rotierenden paralielen Scheiben wurden durch Reihenentwicklung gelost. Der bestim-
mende Ausdruck fiir das radiale Geschwindigkeitsprofil wurde zur Losung der Energiegleichung
verwendet und mittlere Nusselt-Zahlen wurden numerisch fiir verschiedene Grenzbedingungen als
Funktion der Reynolds-, Prandtl- und Taylorzahl bestimmt. Fiir Rotationsgeschwindigkeit Null zeigten
die analytischen Losungen ausgezeichnete Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Versuche im
laminaren Stromungsbreich, doch wurde ein inverses Umschlagphédnomen beobachtet das unter
bestimmten Bedingungen die Laminarform begrenzt. Im turbulenten Stromungsbreich wurde aus
Versuchswerten eine empirische Gleichung fiir die Nusselt-Zahl bei der Rotation Null erhalten und
eine Methode zue Bestimmung der mittleren Nusselt-Zahl im Bereich der Mischstromung entwickelt,

ARHOTANUA—C IOMOIIBIO PA3I0KEHNHA B PAX pelleHH ypasHenua Hasbe CTokea A JaMUHAap-
HOTO TEYeHUA MEeKAY ABYMSA BPAAOIINMICA NAPAIIIeIbHHMM JUCKAME IIPH OCEBOM IOABOLE
HMUKROCTH. JLA pelleHHs YpaBHEHUA DHEPIHMM MCIIOJILBOBAJICA NOMUHMPYWOUMK 4ileH pa-
AMANLHOTO MpodPuiIA CKOPoCcTH. [{J1A HECKOIBKHUX I'PAHNYHHX YCIOBUI IIPOBENEH YMCIEHHEIH
PAcUeT 3aBUCMOCTH cpenHux 3Hauenni kpurepun Hyccempra ot uncen Peitnoanaca, lpannran
u Teitnopa. Haiifeno, 4ro [1A cliydas HyJIeBHX yIIOBHX CKOPOCTel aHATUTUIECKAE PEIeHIs
HPEKPACHO COPIACYIOTCA € PesybTaTaMM 9KCIIEPUMEHTOR 0 IAMUHAPHOMY PEMUMY TeueHHUs,
HO HA6IIOIANOCE, YTO IPY ONPENEHHEX YCIOBUAX ABIIEHN)E IIePEeX0a OrpaHNvNBaeT JaMUHAD-
HHIt pexuM. B TypGyneHTHOt 061aCTH TeUSHHNA IO DKCIEPMMEHTAIBHLIM TaHHEIM IIOIY4€HO
SMIUpUYECKOe YpaBHeHMe AIA kpurepus Hyccenbra npm HyTeBoM BpameHnunu, U paspaborTan
METOJT pacyera CpegHero BHaYeHUA KpuTepuda HyccenanTa Mns pe:kuMa CMEINAHHOTO TEUeHMA.



